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Dans ce travail, on tixe une algtbre semi-premiere, notee U, munie dune action 
rationelle d’un groupe algebrique atline, note G. On montre que, si IT/ admet un 
anneau total de fractions note Q( IY), tout sous-corps commutatif G-stable de Q( CI’), 
qui n’a pas d’elements G-invariants, est G-isomorphe au corps des fonctions 
rationelles sur un espace homogtne connexe G/H (oti H est un sous-groupe fermi 
de C). Ensuite prenant pour U un quotient primitif, U(g)/I, de l’algebre envelop- 
pante de g = Lie G, on claritie les relations entre les sous-corps commutatifs de 
Q(U) et les idtaux a gauche de U(g) qui induisent I. Utilisant la methode de Duflo 
pour parametriser les ideaux primitifs de U(g), on construit un certain nombre de 
ces sous-corps ‘commutatifs. En outre, on donne une caracttrisation des ideaux 
obtenus par la mtthode des orbites. Ii‘ 1986 Academic Press, Inc 
INTRODUCTION 
Le point de depart de ce travail sont des observations et des resultats 
concernant la thtorie de Mackey pour les algbbres enveloppantes. 
Soit G un group algibrique afline sur un corps de base k qui est algtbri- 
quement clos et de caractiristique zero. On note Go la composante neutre 
de G et g son algebre de Lie. Nous notons par Q(.) l’anneau total des frac- 
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tions d’une algkbre semi-premike de Goldie (ainsi que l’algkbre des 
fonctions rationelles sur une varikti: algkbrique). 
Nous rappelons le rtsultat suivant: soint Z un id&al primitif de U(g) et t 
un idtal de g, alors le cceur de In U(t), i.e., le centre de Q( U(t)/Zn U(t)) 
(qui est un sous-corps GO-stable de Q(U(g)/Z) est Go-isomorphe au corps 
des fonctions rationnelles sur un espace homogene Go/H (H un sous- 
groupe fermt de G)). De plus Z est induit par un idkal primitif J de U(b) oti 
lj est l’algkbre de Lie de H. Pour les d&ails, voir [M-RI 1. 
Dans ce travail on clarifie les relations entre les sous-corps commutatif 
GO-stable des anneaux de fractions des quotients primitifs de U(g) et la 
thtorie de l’induction dans les algkbres enveloppantes (cf. I.19 et 11.18). 
Utilisant la mkthode de Duflo pour paramttriser les idkaux primitifs de 
U(g), on construit un certain nombre de ces sous-corps commutatifs 
(cf. 111.17) et on dkduit, en outre, une caracttrisation des idkaux obtenus 
par la mkthode des orbites (cf. 111.20). 
Nous dtveloppons la premikre partie (Chapitre I) pour les k-algkbres 
semi-premikres de Goldie V sur lesquelles G opbre rationnellement par 
automorphismes d’algkbres. Soit I un id&al semi-premier de Goldie G-stable 
de V et soit L une sous-algkbre commutative semi-simple de Q( V/Z) (nous 
admettons que l’unitk de L diffkre de celle de V/Z). Les opkrations de G et 
de g sur V/Z se prolongent de faGon naturelle g Q( V/Z) mais ces 
prolongements ne sont kvidemment plus localement finis. Nous montrons 
quand-m&me que L est GO-stable si et seulement si L est g-stable (I.26 et 
1.28). Si en plus L est G-invariante et si LG = k, nous montrons que L est 
G-isomorphe g l’algibre des fonctions rationnelles sur un G-espace 
homogkne (prop. 1.28). 
Ce rksultat qui est indipendant des autres parties de ce travail nous con- 
duit g regarder les homomorphismes (prkservant l’unitk) G-kquivariants, 
not&s cp de Q(G/H) dans Q( V/Z) oti H est un sous-groupe fermC de G. Nous 
notons wztHj l’ensemble des fonctions rationnelles sur G/H qui sont dklinies 
sur un ouvert dense de G/H contenant le point H/H et nulles en ce point. 
On note J, 1’idCal g gauche de V qui est l’image rkiproque de 
(V/Z) cp(m,,,) par l’application naturelle V -+ Q( V/Z). Alors H est le 
stablisateur de J, dans G, on a Z = n,, c; yJ, et on peut reconstruire cp d 
partir de J,, . en plus on peut caractiriser les idkaux g gauche J qui sont de 
cette forme J, (1.12, 1.15, 1.19). Si l’on est dans cette situation, on dit que Z 
est induit par J (= J,) g&e g Q(G/H). 
Dans les chapitres II et III, on prend pour V l’algkbre enveloppante 
U(g). Utilisant les notations prickdentes on montre que J, est engendrk 
par son intersection, not& ici J6, avec U(t)) et que les proprittis de Z et de 
J6 sont tris voisines (cf. 11.18). Toute la fin du chapitre II est consacrke g la 
dkmonstration du thtorlme de transitiviti: (11.28), qui est bien nature1 en 
thtorie de l’induction et est un des instruments essentiels utilists au 
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chapitre III pour construire des sous-corps commutatifs de QU(g)/Z), G- 
stable (ou Z est un ideal G-rationnel de U(g), i.e., un ideal semi-premier 
avec Q( U(g)/Z)’ = k). 
Le debut du chapitre III est de nature technique et copie [Du]; son seul 
but est de pouvoir construire plus de sous-corps commutatifs dans 
Q( U(g)/Z) (I ideal rationnel de U(g)) que le permet la theorie de Duflo. On 
termine ce chapitre III par le caracterisation (111.20) des ideaux obtenus 
par la methode des orbites, dits idtaux induits de Duflo. 
Les rtsultats principaux de ce travail ont ete exposes au colloque 
d’analyse harmonique sur les groupes de Lie en Mars 1984 a Poitiers. 
0. NOTATIONS ET REMARQUES 
Le corps de base est note k on suppose qu’il est algebriquement clos et 
de caracttristique 0. 
0.1. Soit X une variete algtbrique (non ntcessairement irreductible) 
dtlinie sur k. Soit x un point de X 
l A(X) l’algebre des fonctions rtgulieres globalement delinies sur X; 
l Q(X) l’algebre semi-simple des fonctions rationelles de X; 
l A, l’anneau local au point x; i.e., 
A,= lim A(U); 
l A,,, l’anneau semi-local de Q(X) ensemble des fonctions rtgulieres sur 
un ouvert dense de X contenant x; i.e., 
A(x) = A, x Q(x- Y), 
ou Y est l’union des composantes irreductibles de X contenant x; 
l m(,, l’ideal maximal de A,,, des fonctions de A,,, s’annulant en x. 
Soit E un k-espace vectoriel, alors on a: 
E@A (.r, = EOk k@ CEO, m(,, G EC3 Q(X). 
On identifie systtmatiquement E a EOk k dans E@ Q(X). On pose aussi: 
l id 0 E, I’application d’evaluation en x de E @ A(,, dans E obtenue par 
I’application naturelle suivante 
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l soit N un sow-Q(x)-module de E@I Q(X); on note 
NC,) l’intersection de N avec E@ A,,,. 
On montre immediatement que l’on a: 
(*I (id@s,)NC,)= (N+ E@m(,,)n E. 
0.2. Dans tout ce travail, on fixe un groupe aigebrique affine, dtfini 
sur k, note G non necessairement irreductible. On utilise les notations 0.1 
pour G et G/H aux exceptions pres suivantes: 
l AcH) au lieu de AcHIH) ( = Q(G/H)); 
l mcH) au lieu de mcHiH) (= A,,,); 
l Go est la composante neutre de G. 
En outre, on note r la representation reguliere gauche de G dans ,4(G), 
Q(G), Q(G/H) et A la representation reguliere droite de G dans ,4(G) et 
Q(G). 
0.3. On note g l’algebre de Lie de G, U(g) et S(g) les algtbres 
enveloppantes et symetriques de g et encore r et A les representations de g 
et U(g) dtrivtes de r et A (cf. 0.2). Rappelons que toute operation 
rationelle de G se differentie en une action de g (cf. CH5.41). De m&me, on 
note h, U(h), S(h),... les objets correspondants a H. 
0.4. L’automorphisme p et ses propriMs d’entrelacement. Soit V un k- 
espace vectoriel muni dune action rationelle de G; i.e., il existe un 
homomorphisme de groupes de G dans End V, note 8, et un 
automorphisme Q(G) lineaire de V@ Q(G), note p, verifiant pour tout 
element x de V: 
/~(x@l)= i xi@hfi~ VOA(G)c VOQ(G) 
I= I 
-VYEG, 1 Xi.fi(Y)=B(Yp')X. 
i=l 
On a alors, pour tout Clement y de G: 
(1) ~o((pOr)(y)=(idOr)(Y)O~ (le propritte d’entrelacement) 
(2) ~~(idOANy)= (BOA)(y)o~ (2e propritte d’entrelacement). 
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Notant par la mCme lettre les operations de g dans V, A(G), Q(G)... on a, 
aussi, pour tout element X de g: 
(3) po(/I@id+id@T)(X)=(id@Z)(X)op 
(4) ~o(id@d)(X)=(fiOid+id@d)(X)o~. 
Remarquons que si V est muni d’une structure de k-algebre respectee par p, 
alors p est un automorphisme de Q(G)-algebre. 
0.5. Soit E un k-espace vectoriel muni dune representation, notee p, 
d’un groupe, note K; alors on note le sous-espace vectoriel de E, ensemble 
des elements invariants par p(K), par EpCK) ou EK, s’il n’y a pas d’ambi- 
guite. 
Remarque. En particulier, soit (V, /?) comme en 0.4 et G, H comme en 
0.2, alors la 2e propriete d’entreplacement de p permet d’obtenir l’isomor- 
phisme suivant: 
p: I’@ Q(G/H) -+ (I’@ Q(G))(P@d)(H). 
0.6. Soit A un anneau unitaire, semi-simple et artinien, alors il existe 
un ensemble unique de projecteurs centraux de A, note P(A) et dit ensem- 




VP> P’ E PM ), pp’=O si p#P’ 
P2=P 
l= 1 P. 
PsP(A) 
Alors pour tout element p de P(A), le sous-ensemble Ap est un anneau 
simple. 
0.7. Projecteurs canoniques de Q(G/H). Notons p,, l’element de ,4(G) 
qui vaut 1 sur G”H et zero ailleurs. Alors p. appartient a P(Q(G/H)) et 
P(Q(G/G)) est l’ensemble des elements distincts de form T(y)po oti y par- 
court G. Soit y un element de G et p = f(y)po. Alors, on a: 
(1) p est l’element de A(G) qui vaut 1 sur G”H et zero ailleurs. 
(2) Q(G”H) s’identifie a Q(G)p (en prolongeant les fonctions ration- 
nelles sur G”H par 0 sur le complement de G’H). 
(3) Grace a (2), on voit que le corps Q(G’H/H) s’identifie a 
(Q(W’Y”“’ = Q(G/H)p. 
(4) Q(G)p est d( H)-stable et r(G’) stable. 
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(5) Q(G)p est simple en tant que module a gauche sur l’algebre 
Q(G)[H], (Q/G) opere par multiplication et H par d. (Cela rtsulte de 0.6 
et de ce que d(H) agit transitivement dans P(Q(G)) n Q(G)p.) 
(6) Q(G)p est une composante isotypique de Q(G) vu comme 
Q(G)[H]-module car End,,,,r&Q(G)p, Q(G)) co’incide avec le corps 
Q(G/H)p. 
(7) Q(G/H)p est IJG’)-stable. 
(8) (Q(GIWP) F(Go) = k, car Go n’a qu’une orbite dans G”H/H 
(cf. (3)). 
0.8. Soit B un anneau semi-premier. Rappelons que B est un anneau 
de Goldie semi-premier, si B est semi-premier et admet un anneau de frac- 
tions a gauche et a droite, semi-simple artinien. En particulier, tout non 
diviseur de zero de B est inversible dans Q(B). NOMS employons systtmati- 
quement la notation Q(B) pour d&signer l’anneau (total) des fractions de B 
quand B est un anneau de Goldie semi-premier. 
Soit I un ideal de B; alors I est un ideal de Goldie semi-premier si B/Z est 
un anneau de Goldie semi-premier. (Rappelons aussi, pour la commodite 
du lecteur, le lemme suivant.) 
LEMME. Soient B une k-algt%re de Goldie, semi-premihe et A une sous-k- 
algkhre de Q(X) oti X est une variPtP algebrique drCfinie sur k. Alors B@ A 
est un anneau semi-premier de Goldie et I’on a: 
Clairement, il sufht de demontrer que Q(B) @ Q(A) est un anneau semi- 
premier de Goldie. Comme Q(A) est un produit de corps de type tini, on se 
ramene au cas ou Q(A) est un corps de type tini sur k. Comme k est l’alge- 
bre des points fixes de Q(A) sous l’action de son group de Galois note 9, 
on voit que la somme des idtaux nilpotents de B@ Q(A) est un ideal stable 
par 9 coi’ncidant soit avec B@ Q(A) soit nul (cf. [B, no 5, prop. 73 ). Le 
premier cas est exclu puisque l’unite de B@ Q(A) n’est pas un Clement nil- 
potent et qu’une somme finie d’ideaux nilpotents et encore un ideal nilpo- 
tent. Ainsi B @ Q(A) est une k-algebre semi-premiere. De plus les elements 
non diviseurs de 0 de B restent non diviseurs de 0 dans B@ Q(A) et 
Q(B) 0 Q(A) est done une k-algebre semi-premiere. 
Comme Q(A) est un localise dune k-algebre de type tini et comme Q(B) 
est un anneau artinien done noetherien, on voit que Q(B)@ Q(A) est une 
k-algebre semi premiere et noethtrienne d’oh l’existence de son anneau 
fraction semi-premier artinien. Le reste du lemme est clair. 
0.9 Idtiaux G-premiers et G-rationnels. Soient B une k-algebre sur 
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laquelle G opere par automorphismes d’algebre et Z un ideal, G invariant de 
B. On dit que: 
l Z est G-premier si B/Z ne contient pas deux ideaux tous deux non nuls, 
G invariants et de produit nul. 
l Z est G-rationnel, si Z est un ideal semi-premier de Goldie de B et si 
l’ensemble des elements du centre de Q(B/Z) invariants par G est rtduit a k. 
Remarquons que si l’on suppose en plus que BJZ est noetherienne, alors, si Z 
est G premier, il est aussi semi-premier et meme de la forme fi;btG. yl’, ou Z 
est un ideal premier de B/Z: 
En effet, soit J un ideal nilpotent de B/Z, alors 7 := x7,. G yJ est une 
somme lime d’ideaux nilpotents; done 7 est un ideal nilpotent. De plus, J 
est G-stable et il existe un entier, note t, tel que I’on ait: 
rzo; (J’)(P) = 0 
d’ou la contradiction prouvant que J est un ideal semi-premier. Le reste de 
la remarque rtsulte de la linitude des ideaux premiers minimaux au dessus 
de I. 
( 1) Supposons toujours que B/Z est noetherienne alors Z est G premier si et 
seulement si Z est semi premier (d’apres ce qui precede) et le centre de Q( B/Z) 
ne contient pas deux elements G-invariants non nul de produit nul. 
Ecrivons Z sous la forme nPc A P 06 8 est un ensemble lini d’ideaux 
G-premier de B; alors on a: 
Q(B/Z)- 0 Q(B/P). 
Ptb 
Soit P un element de &’ notons 1 p I’unite de Q(B/P) et identilions 1 p a un 
element de Q(B/Z) d’apres l’isomorphisme precedent. 11 est clair que 1 p est 
G-invariant et que si &’ contient un autre ideal, note P’, on a 1, 1,. = 0. 
Rtciproquement soit a, et a, des elements du centre de Q(B/Z) qui sont 
G-invariants; on suppose que ab = 0. On pose 
Ji = (( B/Z)a;) n B/Z, i=l,2 
clairement, .Zi est un ideal G-invariant de B/Z et l’on a 
.z,J, = 0. 
En outre Ji#O si ai#O d’ou le resultat. 
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I. INDUCTION ORAcE A DES FONCTIONS 
1.1. Dans ce chapitre, on lixe au groupe algibrique afline note G, un 
sous-groupe ferme de G, note H, et un espace vectoriel, note V, sur lequel 
G opere rationellement (cf. 0.4). On commence par montrer comment le 
morphisme p de 0.4 permet de lier un sous-espace P(H)-stable de V note J, 
au sous-espace nycc /?(y)J. Puis on suppose que V est munie d’une struc- 
ture d’algebre respectte par l’action de G et que V est semi-premiere de 
Goldie. A tout morphisme G-equivariant de Q(G/H) dans l’ on associe un 
ideal a gauche de V qui induit l’idtal 0 avec un certain nombre d’autres 
proprietes (cf. I.19 et 1.15). (En fait on travaille plus generalement dans des 
quotients de V. Pour produire de tels morphismes, on montre ensuite que 
toute sous-algebre commutative semi-simple artinienne notee L telle que 
LG = k (i.e., produit de corps commutatifs) de Q( V) est G-isomorphe a l’an- 
neau des fonctions rationelles sur un espace homogene de la forme G/K (oti 
K est un sous-groupe ferme de G). Au passage on compare les notions de 
G-stabilite et de 9 stabilite. 
Pour linir ce chapitre, on donne quelques lemmes techniques qui nous 
seront utiles au chapitre II. 
1.2. LEMME. Soit N un sous-Q(G)-espace vectoriel de V@ Q(G) stable 
par (id@ A)(H); alors on a: 
Nn (V@Q(G/H))= N”d@d”“’ 
J,,-= N”d’8d”H’Q(G). 
En outre /‘application naturelle de N”d@““H’@a(r;,,H, Q(G) dans N est un 
isomorphisme. 
Reprenons les notations de 0.7 et notons, en outre, ici B l’anneau de 
groupe (sur Q(G)) Q(G)[ H]; on munit Q(G) naturellement dune structure 
de B-module a gauche comme en 0.7. Soit p un projecteur canonique de 
Q(G/H); rappelons que Q(G)p est I’une des composantes isotypiques de 
Q(G) et que l’on a: 
Q(G)= 0 Q(@P. 
PE fYQ(GIH)) 
Le lemme est alors une consequence immediate de [B, 4.4.5 et 4.5.61. 
1.3. Remarque. Le lemme precedent est evidemment vrai en faisant H 
&gal a G. 
1.4. Les bijections h et #. Utilisons I’automorphisme p (cf. 0.4) et ses 
proprietes d’entrelacements, on pose les definitions suivantes: 
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(i) Soit J un sowespace p(H)-stable de V, alors on note J le sous- 
Q(G/H)-modle suivant: 
Jq=p-‘(J@Q(G))n VOQ(G/H). 
I1 est stable par (p @ T)(G) (cf. premihe propri& d’entrelacement). 
(ii) Soit .A un sous-Q(G/H)-module de P’@Q(G/H) stable par 
(PO T)(G), alors on note A?” le k-espace vectoriel de V suivant: 
I1 est stable par B(H) (cf. 26me proprittt: d’entrelacement). 
I1 rhulte immtdiatement de I.2 et I.3 que b est une bijection, dont la 
rhziproque est #, de l’ensemble des sous-espaces vectoriels B(H)-stable 
de V sur l’ensemble des sous-Q(G/H)-modules (p 0 r)(G)-stables de 
VO Q(G/H). 
1.5. Les bijections b et # jouant un r81e fondamental dans la suite, 
nous allons donner un autre moyen de les calculer (A l’aide de l’haluation 
en l’origine cf. 0.1 et 0.2) et quelques propriMs immidiates. 
LEMME. (i) Soit J un sous-k-espace vectoriel b(H)-stable de V, alors on 
a: 
JhQ(G) = cl--‘(JO Q(G), 
Jqn V= n fi(y)J 
i’ t G 
p(Jq) = (JO Q(G))(fl=“(H! 
(ii) Soit .I” un sous-Q(G/H)-module de V@Q(G/H)) stable par 
(j 0 r)(G), alors on a: 
A”=((Mn V@A(,,)+ V@m,,,)n V. 
(i) La premikre et la dernikre &galit& dans (i) sont consCquences des 
dt%nitions et de 1.2: d’oti 
Jhn V=J”Q(G)n V=p-‘(J@Q(G))n V 
=p-‘(J@A(G))n V= n l)(y)J. 
ytti 
(ii) On pose J= A%‘* et d’apr& 1.4, A? et Jh co’incident. V&lions 
d’abord que l’on a les inclusions suivantes: 
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Pour voir la premikre inclusions, il suflit de la prouver pour p ‘(J). Soit 
x E p ~ l(J), on sait que x est invariant par (p 0 T)(G) et qu’il appartient g 
JL1 @ Q(G). Ainsi il existe un ensemble fini d’indice not& 8, deux ensembles 
d’klkments indicks par 8, le premier yi inclus dans Jq et le deuxikme a, dans 
Q(G) et un Cltment, not& s, de A(G) non diviseur de z&o, tel que l’on ait: 
I1 est clair qu’il existe un tkment, noti: y, de G tel que (PO f)(y)( y,), pour 
tout indice i, et T(y)s- ’ soient des Clkments de V@A(,, et A(G),,, respecti- 
vement. La premibre inclusion rksulte done de l’kgalitk x = (/? 0 T)(y)x. La 
deuxikme inclusion rksulte de ce que l’on a: 
PC V@ A(G),,,) = VO A(G),,,, 
A (t,, = A(G),,, 
Prouvons maintenant (ii): l’tvaluation en l’origine de G des deux termes 
extremes dans (*) donne J; quant i celle du terme central, elle coi’ncide 
avec l’kvaluatlon de Jb n V@ A(,, au point H/H de G/H; d’oti (ii) (cf. 0.1). 
1.6. PROPOSITION. Soient M et J des sous-k-espaces vectoriels de V. Alors 
on a I’Pquivalence des deux assertions suivantes: 
(i) J est stable par p(H), M est stable par B(G) et coi’ncide avec 
nytc B(Y)J, 
(ii) il existe un sous-Q(G/H)-module de V@Q(G/H) stable par 
(jl@ T)(G), notP A, vbifiant les conditions suivantes: 
A’n V=M 
(.A?‘n V@A,,,+ V@m,,,)n V=J. 
Supposons d’abord que (i) est v&W, on pose: 
A! = Jh. 
Clairement (ii) rksulte de 1.5(i) et (ii). 
Supposons maintenant que (ii) est vttrilik. G&e g I.S(ii) on sait que J et 
J@ coi’ncident et avec I.4 que M et Jb coihcident; (i) rksulte alors de 1.5(i). 
1.7. Remarque (notation de 1.6). (1) D’aprks 1.5, quand M et J sont 
fix&., vkriliant (i), Jb est l’unique sous-Q(G/H)-module de V@ Q(G/H) 
vkiliant les conditions de (ii). 
(2) On peut reformuler (ii) de la faGon suivante: 
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(iii) ZZ existe un Q(G/H)- module unitaire, note B, et un morphisme 
d’espace vectoriel note z de V darts B de noyau M tel que l’on ait (on note cp 
l’homomorphisme de Q(G/H) darts B obtenu grace a la structure de Q(G/H)- 
module unitaire de B): 
En effet, supposons que (ii) soit vet-it%, on pose alors: 
B = V63 Q(G/H)/A. 
Reciproquement supposons que (iii) soit verilie; on note 7t 0 cp I’homomor- 
phisme evident de V@ Q(G/H) dans B et on pose 
A! = Ker(rt @ cp). 
Comme B est un Q(G/H)-module unitaire, on a: 
An V=Kerz=M 
A n VO AC,, = Ker(n 0 cp IYBA,,,,) 
coil: 
i.e., (ii). 
.z= Vn(Jifn V@A(,, + VOmlHJ 
1.8. Quelques notations et conventions supplementaires pour la fin du cha- 
pitre. Soit Z un ideal semi-premier de Goldie, P(G)-stable, de V. On note 
S l’ensemble OrCen de V/Z forme par les elements non diviseurs de 0. Par 
passage au quotient on obtient un automorphisme de Q(G)-algebre note 
encore, pour alleger, p de V/Z@ Q(G) (cf. 0.4). On pose: 
T= u(S). 
Comme S est un ensemble OrCen de non diviseur de 0 de V/Z@ Q(G) il en 
est de mCme de T. D’oh un morphisme note ps de k-algebre: 
us:Q(V/Z)=S-‘(V/Z)-TP’(V/ZOQ(G)) 
induit par CL. On a clairement grace a la premiere propriete l’entrelacement: 
Ainsi pJQ( V/Z)) est une sous-algebre de TP ‘( V/Z@ Q(G)) stable par 
(idOT)( 
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1.9. (Notations 1.8). Soit en outre un ideal a gauche B(H)-stable, 
note J, de V contenant I. Remarquons que l’on a: 
(i) V/J@ Q(G) est un module a gauche sur V/Z@ Q(G); mais c’est un 
/L( V/I)-module a gauche et c’est cette structure de V/I-module a gauche que 
nous utiliserons. On note 1 l’image dans V/Z de l’unite de V et i @ 1 I’ll& 
ment evident de V/J@ Q(G); cet element est invariant par (fl@ id(H), 
(idOT) et (id@d)(G). 
(ii) On note T- ‘( V/J@Q(G)) le T--‘( V/ZOQ(G)) module obtenu 
par extension des scalaires: par definition, on a: 
C’est done un Q( V/Z) - Q( G)-bimodule. 
1.10. (Notations 1.9). Comme T est stable par (id@ f)(G) (1’ pro- 
priete d’entrelacement ) le sous- V/Z0 Q( G)-module de T-torsion de 
V/J@ Q(G) est stable par (id@ T)(G). I1 rest&e de I.3 qu’il est engendre 
par son intersection avec V/J, notee J,,,,/J, i.e.: 
J,,,,= {DE VI ~~ES,~(S)(U+Z)EJ/Z@A(G)} 
= {LIE VI ~.YES,V~EG, (lJ(y)s)(u+Z)~J/Zf. 
On a alors une injection canonique de V/J,,,, @ Q(G) dans 
T ‘(V/J@ Q(G)). On note 10 1 l’image de 1 @ 1 dans TP’( V/J@ Q(G)). 
I. 10. Remarque. Supposons, comme cela sera en ghnPra1 le cas dans la 
suite, que I’on a: 
I= n LWJ 
7 t G 
alors, on a aussi: 
(i) iOl#O, 
(iii) l’application de Q( V/Z) d ans T- ‘(V/J@ Q(G)) d(finie par p.s est 
injective (on la note ,iis), 
(iv) l’application de Q(G) dans TP’( V/J@ Q(G)) est injectiue. 
(i) Soit s un element de S et supposons que l’on ait: 
~(s)(i@l)=o, 
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i.e., p(s) est un Clement de J/Z@ A(G). Cela entraine que l’on a: 
s~p~‘(J/z@A(G))n V/Z= n B(y)J/Z=O 
., E G 
d’ou la contradiction prouvant (i). 
(ii) Soit u un Clement appartenant au plus grand sow-k-espace vecto- 
riel de J&Z invariant par P(G). L’element ,u(u) de V/Z@ Q(G) est done 
inclus dans JClos/Z@ Q(G) d’ou l’existence d’un element, note s, de S tel que 
l’on ait: 
As) P(U) E J/Z@3 Q(G) 
i.e., 
soEp-.‘(J/Z@Q(G))n V/Z= n p(y)J/Z=O. 
;’ t G 
Cela prouve que u est nul et (ii). 
(iii) Soit u un Clement de V/Z tels que PLY(u) soit nul. Alors il existe un 
element s de S tel que l’on ait: 
et la demonstration se termine comme en (ii). 
(iv) L’application naturelle de Q(G) dans TP’( V/J@ Q(G)) est clai- 
rement G-equivariante et non nulle (puisque 7 0 1 # 0); d’ou (iv). 
I. 11. (Hypotheses I. 10). L’alg2bre FG( J) et l’homomorphisme (pJ 
l F,(J)= (~EQ(G) I (h3l)WG(QW~))f; 
l ‘pJ l’upplication de FG(J) duns Q( V/Z) dkjinie g&e ci j.yl (cf. I.lO(iii)). 
Soit H’ le sous-groupe ferme de G stabilisant J. Grace a la 2” propriett 
d’entrelacement de p, on voit que ps( Q( V/Z)) est inclus dans l’ensemble des 
elements invariants par (j3 0 A)(W). Ainsi F,(J) est un sous-k-espace vec- 
toriel de Q(G/H’). 
I. 12. PROPOSITION. Soit J un id&al h gauche de V tel que I’on ait: 
On note H’ le sowgroupe fermk de G stabilisant J et on a: 
6) F,(J) = FG(Jclos) c Q(G/W. 
(ii) F,(J) est stable par T(G). 
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(iii) L’application ‘pJ de F,(J) darts Q( V/Z) est un homorphisme (uni- 
taire) injectif entrelacant les operations de G. 
(iv) F,(J) est une sous-k-algebre commutative semi-simple artienne 
(i.e., un produit fini de corps commutatifs) de Q(G) et ‘pJ est un morph&me 
d’algebres, 
(i) est clair par la definition I.11 et par I.lO(ii) en tenant compte de 
l’isomorphisme: 
T- ‘(V/JO Q(G)) r TP’( V/J,,,,@ Q(G)). 
(ii) et (iii) L’assertion d’injectivite en (iii) resulte de I.lO(iv) et de la 
definition de ‘pJ. Le reste rtsulte de la premiere propriete d’entrelacement 
de p. 
(iv) Soient a et b des elements de F,(J), on note u = cpJ(a) et 
v = q,(b). Par definition, on a: 
Il.s(uv) = i~(W.s(v)(~ 0 1)) = iW)((~ 0 116) 
=(i@l)ab. 
Ainsi F,(J) est une algebre et ‘pJ est un morphisme d’algebres. I1 est clair 
que 1 est darts F,(J) et que ‘pJ est unitaire. 
Soit maintenant a un element non diviseur de zero de F,(J); alors a est 
un diviseur de 0 dans Q(G) si et seulement si a considere comme element 
de Q(G), est nul sur un ouvert dense d’une composante irrtductible de G. 
Dans ce dernier cas, en choisissant convenablement des elements 1/, . y, de 
G, on a: 
x := n f(y,) aE F,(J) - (O}, 
i= I 
ax = 0, 
d’ou une contradiction. Ainsi la multiplication a droite par a dans V/JCloS 
est injective et il en est de mCme dans TP ‘( V/J@ Q(G)). Soit x un Clement 
de Q( V/I); on a (cf. aussi I.lO(iii)) 
L&)a = MxcpAa)) + 0 si x#O. 
Cela prouve que cpJ(a) est un element non diviseur de 0 de Q( V/I), c’est-a- 
dire inversible et done F,(J) contient l’tlement a ’ de Q(G), ce qui termine 
la demonstration de (iv) (puisque Q(G) n’a pas d’elements nilpotents non 
nuls). 
1.13. Description intuitioe de I’algtbre qJ(FG( J)). Les elements de 
cp,( Fo( J)) sont l’ensemble des elements x de Q( V/I) ayant la propriete sui- 
vante. 
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11 existe un element s de S tel que sx soit un element de V/Z verifiant 
pour tout Clement y de G appartenant a un ouvert U dense de G (U depend 
de s et x): 
(P(Y)S)X E W(Yb) + J, VlyEU. 
Comme nous n’utiliserons pas cette definition, nous ne ferons les verilica- 
tions necessaires pour voir qu’elle comcide avec qJFG(J). 
1.14. COROLLAIRE (Hypotheses 1.12). Soient K un sous-groupe fermP de 
G et 1,4 un homomorphisme G-Pquivariant (done injectif) de Q(G/K) dans 
Q( V/Z) dont l’image est in&se dans qJ(FG.(J)). Alors il existe un il&ment 
not6 y de G tel que l’on ait: 
(i) H’c yKyP’, 
(ii) Q(G/YKY -‘I c F,(J) c Q(G/ff’h 
(iii) ~=(~l~~~,~~,,~l~~(~)-I((p :=(P~). 
Grace a $ et cp; ‘, on obtient un homomorphisme G Cquivariant injectif 
de Q(G/K) dans Q(G/ZZ’); notons le j* et notons j le morphisme de G/H 
sur G/K dont j* est le comorphisme. Comme j est G equivariant, j est la 
“multiplication” a droite par un element note y de G veritiant 
Le lemme est alors clair. 
1.15. Induction grcice Li Q(G/H). Un des buts de notre travail est d’etu- 
dier la situation ou F,(J) co’incide avec Q(G/H) (hypotheses de 1.12). Pour 
cela donnons la definition suivante. 
DEFINITION. Soient I un ideal B(G)-stable semi-premier de Goldie de V 
et S l’ensemble des elements non diviseurs de 0 de V/Z. Soient J un ideal a 
gauche de V contenant Z et stable par P(H). On dit que Z est induit par J 
grace a Q(G/H) si I’on a: 
(i) Z= ngEG B(y)J, 
(ii) J= JCIOS (cf. I.lO), 
(iii) F,(J) = Q(G/H). 
1.16. La definition precedente est en fait becaucoup plus simple 
qu’elle ne le parait au premier abord-on le verra en 1.19. Nous avons 
besoin d’abord de quelques prtliminaires. Soit cp un homomorphisme G 
equivariant de Q(G/H) dans Q( V/Z); notons rr l’application naturelle de V 
dans Q( V/Z) et rc@q l’application naturelle, de Q(G/H)-modules, de 
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v@Q(G/Wdans Q(v/Z) (Q(WW P o ere dans Q( V/Z) via cp et la multipli- 
cation a droite) telle que l’on ait: 
(n 0 cp)(xOf) = 4X) cp(f1, Qx E V, V,f E Q(G/H). 
On pose: 
K,=Kerrr@q 
J, = n-‘(( v/o cP(qf’,). 
Remarquons que l’on a: 
l K, est un sous-Q(G/H)-module, (/Iof)(stable de V@Q(G/H) 
(c’est m&me un ideal a gauche) et J, est un ideal a gauche de V stable par 
P(H). 
l (cf. 1.7) I= nytc b(y)J,. 
l J, = k! et K = J,$ (cf. 1.7). 
On demontrera en I.19 que I est induit par J, grace a Q(G/H). 
1.17. (Notations 1.16). Utilisant la deuxieme propriete d’entrelace- 
ment de ,u et 1.2, on obtient le diagramme commutatif suivant: 
p: I’@ Q(G/H) + (V@ Q(G))‘“@“““’ 
I I 
(VO Q(G/H))/K, + (V/J,@ Q(G))‘“@““” 
II 
/I?: (V/Z) q&H) -+ (V/J,@ Q(G))‘“@““” 
Remarquons que l’on a: 
(i) ji entrelace fl et (id 0 r), 
(ii) ,ii est un homomorphisme de V/Z- Q( G/H)-bimodule (ou V/Z 
opere sur V/J, 0 Q(G) par p), 
(iii) soit u E V/Z; on a 
P(u) = p(u)T 0 1, 
(iv) soit a E Q(G/H); on a 
&da)) = (10 1 )a. 
1.18. (Notations 1.14) LEMME. L’idhd J, est S-~10s. 
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Posons ici J = J, et J= JclOs. D’apres 1.4, puisque J et 7 sont /3(H)-sta- 
bles, il s&it de prouver que I’inclusion de Jh dans 571 est une tgalite. Rap- 
pelons (cf. 1.16) que Jh coincide avec Ker rr 0 cp et montrons que Ja est 
inclus dans Ker rr 0 cp. Pour cela soit x un element de F; on note (x,) et 
(fi) deux ensembles finis d’eltments indicts par 8 le premier inclus dans V 
et le deuxieme dans Q(G) tel que l’on ait: 
P(X)= C xi@f,EJOQ(G). 
it8 
Utilisant les proprietes oreennes de S, on choisit un element note s de S et 
un element note s’ de rz ‘(3) tel que l’on ait pour tout iE8’: 
(P(~)s’)xi E J, VYEG. 
11 est alors immediat que ~(s’x) est un element de (J@Q(G))‘b@d)CH’ et 
done que s’x appartient a J; d’oh 
s(n@(p)(x)=O. 
Comme s E S, on a aussi: 
(71qcp)(x)=O 
d’oh l’inclusion cherchee qui termine la preuve du lemme. 
I. 19. PROPOSITION. Soient I un ideal semi-premier de Goldie /3(G)-stable 
de V et J un ideal a gauche /I(H)-stable de V. Alors les assertions suivantes 
sont Pquivalentes: 
(i) I est induit par J grace a Q(G/H), 
(ii) il existe un homomorphisme G-equivariant de Q(G/H) dans Q( V/Z) 
note cp tel que ton ait: 
J= np’(V/b(mtH,)) 
oti z est l’application naturelle de V dans Q( V/I). De plus si les hypotheses de 
(ii) sont satisfaites alors cp coincide avec (pJ, 
Supposons d’abord que les hypotheses de (i) sont satisfaites et notons 
l’homomorphisme ‘pJ de I.1 1 par cp on pose ici (cf. 1.16): 
J,=~pl((VI) cp(m&) 
K,=KerzO(P (=J$) 
K=J4 (cf. 1.4) 
R= K/I@ Q(G/H). 
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D’apres 1.4, il faut demontrer que K et K, co’incident. Puisque J induit Z, il 
resulte de IS(i) que l’on a: 
KnV=I. 
Par definition, on a aussi: 
K, n V = I. 
De plus soit a un element de cp(Q(G/H)); 1 a ors il existe un element note x 
de V tel que z(x) soit un element non diviseur de zero de V/Z veriliant 
nut V/Z. On pose 
y,=~~(x)Qq-‘(a)-n(x)@ 1 E V/I@Q(G/H). 
Comme J est clos, on a: 
x= S-‘Rn (V/Z@ Q(G/H)). 
Pour prouver l’inclusion de K, dans K, il suflit done de prouver que 
K/Z@ Q(G/H) contient l’ensemble de elements y, ou a~ (p(Q(G/H)). Par 
definition de F,(J) et de cpJ, on sait que l’on a: 
&(a) = 1 Q cp -‘(a) E T-‘( V/J@ Q(G/H)). 
On choisit un element note s de S tel que l’on ait 
i&(s) i&(a) E V/JO Q(G). 
Remarquant que ps est Q(G/H)-1’ meaire on obtient en appliquant js’ 
~uOI-~O~~‘(U)EK/ZOQ(G/H). 
Les proprittts oreennes de S assurent qu’il existe un element note Z de S 
tel que I’on ait 
-0, E WI0 Q(G/W) 
d’ou 
/&V) MY,) = 0 dans T-‘( V/J@ Q(G)) 
i.e., 
fis(.YJ=O dans V/J@ Q(G/H) et done y, E K/(IQ Q(G/H)). 
D’ou l’inclusion de K, dans K. 
Reciproquement, soit y un element de K; on ecrit y sous la forme 
C ui @fj ou ui (resp. f,) est un ensemble tini d’elements de V (resp. 
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Q(G/ZZ)). Grace aux proprietb oreennes de S, on choisit un element, note 
S, de S tel que l’on ait, pour tout i, src(o,) (P(~~)E V/Z. On a: 
puisque K, est inclus dans K. D’ou: 
iG(s) 1 iiS(4Ui) w-f)) = 0 dans T’( V/Z@ Q(G)) 
et avec I.lO(iii), on obtient: 
s c 40,) dfifi) = 0 dans Q( V/Z) 
i.e., comme s E S: 
(~ocp)(Y)=o~ .VE K,. 
Cela determine la demonstration de (i) implique (ii). 
Reciproquement pour montrer que (ii) implique (i), grace a I.16 et 1.18, 
il ne reste plus qu’a dtmontrer l’egalite de F,(J,) et de Q(G/ZZ) et a mon- 
trer que rp et (pJ comcident. Pour cela, il s&it encore de montrer, pour tout 
element, note a, de Q(G/H), l’egalite /i&a) = (i 0 1 )a. 
Ecrivons q(a) sous la forme S-‘u dans S- ‘(V/Z). On a: 
sQa-UQ 1 EK,/(Z@Q(G/H))E V/Z@Q(G/H) 
d’ou 
Ash - P(U) E J/Z@ Q(G) 
et dans T-‘( V/J, @ Q(G)), on trouve: 
0 = p(s)(i 0 i )a - p(0)(i 0 i ) 
et en multipliant par l’bltment ,u(s) ’ de T-’ on obtient l’tgalite cherchte. 
Remarque. Si les hypothkes de (ii) sont satisfaites on a aussi: 
(i) H est le sous-groupe (fermi) de G stabiiisant J. 
(ii) Par extension des scalaires de Q(G/H) ci Q(G), on a un isomor- 
phisme p, Q id de VIZ-bimodules: 
(V/z) cpQ(G/H) 0 Q(G) =i V/J, 0 Q(G) 
Q(GIW 
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entrelu~ant (POT)(G) et (id@Z)(G) d’ unepart, (id@d)(H) et (bad)(H) 
d’autre part. 
(iii) J est l’unique ideal ci gauche b(H)-stable de V induisant I grrice d 
Q(G/H) et tel que cp = cpJ. 
(i) resulte de 1.14 et du fait que le normalisateur de J dans G con- 
tient clairement H. 
(ii) resulte de 1.17. 
(iii) resulte de (i) +- (ii). 
1.20. CRIT~RE DE COINCIDENCE. Soient cp un morphisme G Pquivariant de 
Q(G/H) duns Q( V/Z) et J un ideal ci gauche p(H)-stable de V inclus duns J, 
et tel que l’on ait J,,,, = J,. On suppose qu’il existe un sow-ensemble oreen 
S, in&s dans S tel que l’on ait 
Alors on a: 
J est S,-~10s. 
J= J,. 
Notons p(S,) par T, ; par hypothese V/J@ Q(G) n’a pas de T,-torsion et 
on a un homomorphisme injectif de S;‘( V/Z) dans T;‘( V/J@ Q(G)) note 
p,; on a le diagramme commutatif suivant: 
V@Q(G/H)A V@ Q(G) 
I 
n@vJ 
I S;‘( V/Z) A T; ‘(V/J@ Q(G)). 
Ainsi Ker n @ cp (=: J:) coincide avec (p ‘(Jo Q(G))ido”‘“‘), i.e., avec Jq 
et le lemme rtsulte alors de 1.4. 
1.21. Sous-AlgPbres commutatives G-stables de Q( V). On suppose main- 
tenant que V est une k-algebre semi-premiere et un anneau de Goldie. 
On suppose que G opere, via /3, par automorphismes d’algbbre, ce qui 
permet de prolonger cette operation a Q(V) et on etudie les sous-algebres 
commutatives semi-simples artiniennes de Q(V) stables par B(G). Soit L 
une sous-algebres semi-simple artinienne de Q( V) stable par /I(G) (ici non 
nicessairement commutative); comme en 0.6, on note P(L) l’ensemble 
des projecteurs canoniques de L (i.e., centraux minimaux); puisque L est 
B(G)-stable, G agit par permutation dans P(L). On ne suppose pas que L 
et Q(V) ont m&me unite et on note 1 L l’unite de L (et 1 l’unite de V). 
L’outil essentiel pour l’ttude de L est l’application p et pour cela, on etend 
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canoniquement p en un automorphisme de Q( V@ Q(G)) (cf. 0.4). On note 
S l’ensemble des elements de V non diviseurs de zero. 
1.22. LEMMA: ELEMENTS G-FINIS DE Q( V). Soit E un sowk-espace vecto- 
riel de dimension finie de Q(V) stable par P(G), alors u(E) est inclus duns 
E@ A(G) (i.e., l’action de G sur E est rationnelle). En particulier E est 
g-stable et le passage de Top&ration de G dam E ir celle de g se fait par 
dt’ffhrentiation (cf. 0.3). 
On pose: 
x = {x E VO Q(G) I -w(E) = V@ Q(G)}. 
Comme E est stable par p(G), il resulte de 0.3( 1) que x est un sous Q(G)- 
module de V stable par (id@ T)(G); de plus comme E est de dimension 
linie x est un sous-Q(G)-module essentielle de V@ Q(G). 11 rtsulte de 1.3(3) 
que x n V est un sous-module essentiel de V; cela prouve que u(E) est 
inclus dans Q(V)@ Q(G). Soit x un Clement de E; ecrivant p(x) dans 
Q(V) 0 Q(G), on voit qu’il existe un ouvert dense, note G’, de G pour 
lequel p(x) appartient a Q( V)O A(G’). Utilisant un element, note s, de 
S n x et les definitions de p(s) et I, on voit que pour tout element y de 
G’, p(yP1)x co’incide avec l’evaluation de p(x) en y. I1 est alors clair que 
p(x) appartient a E@ Q(G) puis a E@ A(G). Le lemme est alors clair. 
1.23. COROLLAIRE. Tout sous-ensemble fini G-stable de Q(V) est inva- 
riant par Go. En particular, soit L comme en 1.21, alors Go agit trivialement 
duns P(L). 
Soit x E Q(V) tel que /?(G)x soit un ensemble lini; il resulte de I.22 que le 
sous-groupe de G stabilisant x est fermt et d’indice lini dans G; il contient 
done Go. I1 est clair que P(L) est un ensemble lini et b(G)-stable d’oh le 
corollaire. 
1.24. PROPOSITION: “p STABILITY POUR DES SOUS-ALG~BRES p(G)-STABLES.” 
Soit L une sous-algebre de Q( V) stable par B(G); on suppose que L est un 
produit de corps gauches. Alors pour tout element note x de L, il existe un 
element note 5 de L@ Q(G) non diviseur de zero dans L@ A(G) tel que 
p(x)5 soit un element de L @ A(G); un resultat analogue est vrai pour up ’ et 
avec un leger abus on obtient g&e ir p un automorphisme de Q(L @ Q(G)). 
Soit p un element de P(L); on pose 
G’ := stab,(p). 
C’est un sous-groupe ferme de G d’aprb 1.22. 
5X0,69 3-4 
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Soient x un element de L et s un element de S pour lequel sx est un ele- 
ment de V. Par hypothese Lp est un corps et Q( V)p est un espace vectoriel 
sur Lp, considerant p(sx)p et p(s)p comme des elements de Q( V)p@ A(G), 
on lixe une base notee B, de Q( V)p sur Lp et on ecrit p(sx)p et p(s)p sous 
la forme suivante: 
(1) A=)P= 1 by,, 
hGB 
(2) a@)~= c bs,, 
btB 
oti ( yh) et (sb) sont des ensembles d’eltments presque tous nuls de 
(Lp 0 A(G)). Soit y un point de G; tvaluons (1) et (2) en y; par definition 
de p on obtient: 
B(Y-%WP= C by,(y) 
bsB 
S(r - ‘)(s)P = C bs,(y). 
hEB 
D’oh, en utilisant le fait que /?(y -‘)x est dans L et p dans P(L), on a: 
~(Y~‘)(J)P(fi(Y~‘)X)P= 1 bJ,(l’)(fl(?-‘)x)P= 1 by,(Y). 
btB beB 
Puisque B est une base, on obtient: 
(3) VyeG,VbbEB, sb(Y)(/%-‘)x)P = yb(y). 
Supposons qu’il existe un element, note y’, de G pour lequel So soit nul 
pour tout element b de B. De (3) on dtduit qu’il en est de m&me de yb(y’) 
et done que l’on a: 
B(y’ -‘)(sx)p = 0. 
Puisque s est un element de S, cela entraine que l’on a: 
x/l(y’)p = 0. 
Notons G le sous-ensemble de G/G’ dtfini par la relation suivante: 
Soit (A(y)) un ensemble fini d’tltments de k indexe par G (cf. 1.23) note 
aussi A et pour tout element jj de G, on note f7 l’element de A(G) qui vaut 
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Cela montre pour un choix convenable de A et une combinaison lineaire 
convenable des (4)r, qu’il existe deux elements de Pp 0 A(G), notes (T et z, 
ayant les proprietts suivantes: 
(5) o(y) est non nul sur un ouvert dense de G 
(6) VYEG, fJ(Y)(B(Y-%)P = Z(Y). 
On pose dans L@A(G): 
et (5) et (6) sont encore verifies en remplacant CJ par cr’. Revenant a (3) on 
en deduit que l’on a dans Q(L@A(G)) 
VbE B, SECT-‘z= y,, z~Lp@/i(G). 
Reecrivant CT- ’ z sous la forme z’f~” ~ ’ ou a” est un Clement non diviseur 
de 0 de L@A(G) et z’ appartient a @@A(G), avec (1) et (2) on obtient: 
p(sx)po” = p(s)pz’ = p(s)z’. 
D’ou, puisque s est dans S: 
La proposition pour h resulte de ce qui precede quand on tient compte de 
ce que p etait arbitraire dans P(L): CT” dependant de p, on le note o”(p) et 
on prend pour 0 la somme Cpe p(Lj .“( p)p. 
Pour p - ‘, on raisonne de la meme facon. 
1.25. Remarques (hypothkes et notations de 1.24). La proposition prtct- 
dente fournit un automorphisme note encore p de Q(L @ Q(G)) qui a les 
proprietes suivantes: 
(1) VYG, ~o(BoT)(~)=(idOT)(y)o~ 
(2) ~o(idOd)(y)=(BOd)(Y)O~. 
(*) Soit maintenant une sous-algdbre semi-simple G-stable, notd L, de 
Q(V) pour laquelle la conclusion de I.24 est vraie (par exemple Q(V)). Sup- 
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posons, en outre, que G agit transitivement sur P(L) (cela se produit par 
exemple si i’ensemble des elements du centre de L invariants par G n’a pas de 
diviseurs de 0). 
Fixons un Clement p de P(L) et notons G’ le stabilisateur dans G de p. 
Utilisant I.2 avec H egal a G’, on voit que l’on a: 
Grace a (2) et 1.20, on voit que p induit l’isomorphisme suivant 
p: Q(L@Q(G/G’))rQ(L@Q(G))cflo”)cG? 
Remarquons que p est un element du terme de droite; on pose 
p’=c1 ‘(P) 
d’apres I. 17 et I. 18, on sait que p’ est un element de L @ Q(G), done de 
LO Q(G/G’), de la forme suivante: 
PI= c 4@vq 
YE P(L) 
ou (py est la fonction sur G qui vaut 1 en tout point y de G tel que fl(y)p 
coincide avec q et 0 ailleurs. 
(3) L’hypothese d’action transitive de G sur P(L) assure que les ele- 
ments ‘py sont tous non nuls et constitue l’ensemble des elements 
de Q( G/G’). 
Tout element de L@ Q(G/G’) note x s’ecrit done sous la forme 
c YEPCLJ x(q)@cp, ou x(q) sont des elements de L. Soit x un tel element et 
supposons que x soit non diviseur de 0; multipliant x a gauche ou a droite 
par un Clement de L 0 ‘py , on voit que quelque soit l’eltment q de P(L), 
l’element x(q) de L est un element non diviseur de 0 de L et done que 
l’eltment zqt PCL, x(q)q est un non diviseur de 0 dans L; veriliant en outre 
l’egalite suivante dans Q( L 0 Q( G/G’)) 
(4) 
puisque p’ est un element central, cette Cgalite est Cquivalente a la suivante 
vraie saris hypothese de non diviseur de 0: 
(5) xp’= c x(9)9 P’ 
qeP(L) > 
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( 1 (x(q) 0 cp,) 4t P(L) )( c urn%) qeP(L) 
=4E;(L)xoq6(py= 1 ( c b4qr)q’kOC4). 
ytP(L) Y’EPCL) 
On a done prouve grace a (4) et (5) que l’inclusion de Lp’ dans 
Q(L @ Q(G/G’))p’ est surjective. (Remarquons que p’ est l’unite.) De plus 
la multiplication par p’ dttinie un isomorphisme de L dans Lp’ (on utilise 
(3)). En comparant avec ~1, on obtient un isomorphisme de L sur 
KU0 Q(G)) (P@d)(G’)p. Comme p est un projecteur central, on verifie sans 
dithculte que cette derniere algebre est isomorphe a 
Q(Lp@ Q(G))‘B@‘A)(G’). 
D’oti finalement un isomorphisme not6 ji 
/CT: LrQ(Lp@Q(G))‘B@d”G” 
avec la propriPtP suivante: 
(6) VYEG, FcJ~~P(Y)=(~~OO(Y)OF 
Cela permet de ramener l’ttude de L ci celle de Lp qui est une alggbre simple 
(stable par /I( G’)). 
1.26. Remarques. Soit L une sous-algebre stable par B(G) de Q(V) pour 
laquelle Q(L@ Q(G)) existe et qui satisfait aux conclusions de I.24 (i.e., p 
induit un automorphisme de Q(L 0 Q(G)). Alors L est p(g) stable. 
Differentiant l’action /I de G dans V et les actions, ret d dans A(G), on 
obtient des actions de g notees par les m&mes lettres que l’on prolonge 
canoniquement a Q(V) et Q(G). Grace aux proprieds d’entrelacement de 
p, on obtient saris difhculte que l’on a 
(1) p: L+Q(L@Q(G))‘“@-‘“G’. 
En outre avec 0.4( 1) differentit, on a dans End Q( V@ Q(G)) avec les pro- 
longements canoniques: 
(2) VXeg: ,u 0 (B(X) @ id + id @ T(X)) = id @ T(X) 0 ,u. 
I1 est clair sur les definitions que (id @ T)(X), pour tout element X de g est 
un endomorphisme de Q(L@Q(G))(B@A”G). (Si Q(L@Q(G)) est inclus 
dans Q( V@ Q(G)) il n’y a aucune difficult&) 
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Grdce A (1) et (2), cela entraine que L est aussi stable par p(g). Dans le 
paragraphe suivant on dkmontre une rkciproque de cette proprikti dans le 
cas oti G est connexe. 
1.27. COROLLAIRE. Soient H un sous-groupe fermi de G et cp un mor- 
phisme G-Pquivariant de Q(G/H) dans Q(V). Alors cp est aussi g-iquivariant. 
D’aprks I.26 q(Q(G/H)) est B(g)-stable; on note K le noyau de l’applica- 
tion linkaire suivante 
V@ Q(G/H) -+ Q(V) 
vc3.f -+ vf: 
I1 est clair que K est stable par (/I @ T)(G) et il faut dkmontrer que K est 
stable par (A @id + id 0 T)(g). Pour cela on remarque que l’on a: 
K+ := K~Q~,H~ Q(G) = ((KOQcc,H, Q(G)) n (I’@ A(G))) Q(G) 
d’oti K+ est stable par (,!I@ id + id@ T)(g) par diffkrentiation dans 
VO A(G) et l’assertion rksulte de ce que I’on a aussi: 
K= K+ n V@ Q(G/H). 
1.28. PROPOSITION. “La p(g) stabilit6 entraine la j?(GO)-stabilit&.” Soit L 
un sous-anneau de Q(V) qui est un produit de corps gauches. On suppose que 
L est stable par p(g), alors L est stable par j(G’). 
On va dkmontrer que L est stable par tous les sous-groupes algkbriques 
irrkductibles de dimension 1 de G, ce qui suflit. Soit T un sous-groupe de G, 
dont on note t I’algkbre de Lie. On identifie Q(T) au corps des fractions 
k(X) oti X est une indtterminte et on note p’ la comultiplication (cf. 0.3) 
oti G est remplack par T, i.e., 
P’: Q( VO4X)) -+ Q( VO k(X)). 
Soit t un ClCment de t - (0); il existe un nombre complexe non nul, not& ~1, 
dkpendent de t tel que I’on ait dans End k(X): 
(1) I-(t) = x&, si Test un tore; 
r(t)=t& si Test unipotent. 
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En remplacant t par CI -It, c( disparait des formules prectdentes. Dans 
End Q( V@ k(X)), on pose 
(3) s(t)=(Id@T)(t). 
Classiquement, la fonction X sur T, prend, en l’element neutre de T, note E, 
la valeur 1 si Test un tore et la valeur 0 sur Test unipotent; en changeant 
X en X+ 1 dans ce dernier cas, pour unifier la demonstration, on suppose 
que l’on a: 
(4) X(E) = 1. 
Remarquons que les formules (1) et (2), restent vraies. 
On a: 
A :=A(T)=k[X] si Test unipotent; 
=/q-X, x-‘1 si Test un tore. 
On note k[ [ X - 1 ] ] les series formelles en X - 1, et j le plongement 
nature1 de V@ A dans Q(V) @ k[ [X- l]], S l’ensemble des elements non 
diviseurs de 0 de V et S’ l’image de S par $. 
Puisque S est un ensemble oreen de V@ A, il en est le meme de S’ et on 
va montrer que j se prolonge naturellement a (S’))‘( V@ A). Pour cela, il 
suffit de prouver que jp(S) est un ensemble d’elements inversibles de 
Q(V@kCCX- 111. 
Soit s un element de S; on pose dans V@ A avec des notations tvidentes: 
s’ :=/i(s) = i u;@f,. 
i= 1 
Soit m le plus petit entier tel que film soit dans k[X], pour tout entier i 
compris entre 1 et r et on pose: 
On exprime les fi’ comme des polynbmes en X- 1 et on reecrit s” sous la 
forme suivante: 
s” = i: Wi@ (X- 1);. 
i=O 
D’apres la definition de p’, on a: 
(5) w. = (B(E)s) Y(e) = s. 
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Or s est un element invertible de Q(u) et I’assertion cherchee se demontre 
classiquement. 
Remarquons que cette demonstration, et en particulier (5) prouve que j 
est compatible avec l’evaluation en E, i.e., 
(6) soit y un Clement de ( V@A)SP’, alors y(s) est, par definition 
de s’, un element de Q(V) qui coi’ncide avec (jy)(c). 
Grace a (1) et (2) (ou 51 est Cgal a 1 par choix de t) on prolonge 
(Id @ Z)(t) canoniquement en un automorphisme de Q( V) @ k[ [X- 1 ] ] 
encore note 6(t) (cf. (3)) (6 oj coi’ncide avec ,jo 6). On pose 
K= p’(L) 
K’=j(K). 
Soit x un element de L, on note jp(x) par x’ et on va demontrer que 
tous les coefficients de la serie formelle x’ sont dans L: par hypothese, on a: 
(7) VeE N, (P(r)YxE L 
et avec 0.3(3) 
(8) jp’(/qryx) = (s(t)yx’. 
Utilisant la definition de p’ et l’evaluation au point E, on obtient avec (6) 
et (8) 
(9) (B(t))‘x = ((h(t)‘x’NE)). 
Faisant varier r dans W, dans le cas ou T est unipotent (2) (7) et (9) 
prouve l’assertion; si T est un tore, on a pour tout entier i 
i > 
xk r(X-l)‘= c y(s)(X- 1)’ 
I = sup(0.i r) 
oti (y(s)) est un ensemble de nombres complexes verifiant: 
y(O)#O si i=r; 
on obtient alors aussi l’assertion de proche en proche en utilisant ( 1 ), (7) et 
(9). 
On a done dtmontre que l’on a: 
(10) jp’~L,‘o~LOk[[X-111, 
SOUS-CORPS G-STABLES 335 
Par dklinition on a aussi: 
(11) jp’(L)cj(S’~‘(VOA)). 
Soient x et x’ comme plus haut, on note m(x’) la multiplication g droite 
par x’ dans L @ k[ [X- l]] et $ l’application suivante: 
$:j(LOA) m0 L@k[[X- 1]] + L@k[[X- l]]/j(LOA). 
I1 est clair que $ est une application de L module (pour les multiplications 
h gauche); on note 6 l’application obtenue aprks tensorisation sur L par 
Q(V). Soit N le noyau de Ic/; comme Q(V) est plat sur L et mime lidkle- 
ment plat, on a la suite exacte suivante: 
Soit s un kkment non diviseur de 0 de V tel que sx soit un Ckment de V; 
alors jp(s) est clairement dans le noyau de 6 que l’on note ici N; cela 
prouve que N est un idial g gauche essentiel de Q(V) @ A. Utilisant la 
lidkle platitude de Q( V) sur L, l’intersection de N avec L 0 A coi’ncide avec 
N et est un idtal essentiel de L@ A; en particulier 117 contient un tltment 
non diviseur de 0 de LO A, not6 Z, et grlce g l’injectivitk de j, on a: 
i.e., 
P(x)EQ(LOA) 
AL) c Q(L 0 A 1. 
On dkmontre de la m$me faGon I’inclusion rkiproque de p ‘(L) dans 
Q(L@A) d’oti 
(12) AQ(L@A))=Q(LOA). 
Comme Q(L0 A) est stable par (Id 0 r)(T), utilisant 0.3( 1) et (2), on 
obtient 
Avec I.2 appliquk g G &gal H kgal T, on a facilement 
QWOA) (ldOd)(T) = Q(L) = L 
d’oli l’inclusion cherchke de /j’(T)L dans L. 
1.29. TH~OR~ME. Soit L un sous-anneau semi-simple et commutatif de 
Q(V) stable par b(G) dont on note 1 L l’unitt?. On suppose que I’ensemble des 
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PEments de L invariants par G est rtduit ci kl L, alors il existe un sous-groupe 
fermi H de G et un homomorphisme injectif et G equivariant de Q(G/H) 
sur L. 
Ce thtoreme se demontre en plusieurs ttapes; d’abord on se ram&e au 
cas ou L est un corps, puis on dtmontre que L est de type fini comme 
corps et s’envoie par un homomorphisme injectif et G-equivariant dans 
Q(G); Iinalement on dtmontre le thtoreme pour les sous-corps de Q(G) qui 
sont T(G) stables. 
1” &tape. On adopte les notations p, G’, p... de I.25 en remarquant que 
l’hypothese faite en I.25 (*) est vtrilite ici. Soit x un element de Lp inva- 
riant par b( G’); alors x @ 1 est un element de Q( Lp 0 Q(G))‘“@ ‘)“” inva- 
riant par (id 0 T)(G). Ainsi j ‘(x 0 1) est un element de LB’“’ c’est-a-dire 
par hypothese de kl L; cela prouve que x est un element de kp. Comme p 
est l’unite de Lp on a done prouvt que l’on a: 
(LP) fi(G’) = kp, 
Restreignant l’action de G sur P’ a G’, Lp satisfait aux hypotheses du theo- 
reme oti on remplace G par G’ et Lp est un corps. Admettons le Theoreme 
pour Lp; c’est-a-dire supposons qu’il existe un sous-groupe ferme note H de 
G’ et un isomorphisme G’ iquivariant note cp’ de Q(G’/H) sur Lp. L’appli- 
cation algebrique de G’/H x G sur G/H qui a (y’H, y) associe yy’H est 
surjective et ses fibres sont les orbites pour l’action de G’ dans G’/H x G 
suivante: 
y” E G’, (y’H, 7) E G/H x G -+ (y”‘r”H, yy” ‘). 
Cette action est libre et on obtient done un isomorphisme note v de 
Q(G/H) sur Q(G’/Hx G)(T@d)‘G“); grace au comorphisme de v, on voit que 
l’on a pour tout element y de G 
(1) v 0 f(y) = (id @ T)(y) 0 v. 
Grace a cp’ @ id, on obtient un isomorphisme de Q(G’/H x G)(TBd)(G’) sur 
Q(Lp@ Q(G))‘“@““““. On pose 
q=~‘~‘(cp@id)v. 
Alors cp est un isomorphisme de Q(G/H) sur L qui grace a (1) et I.25(6) 
vtrifie pour tout element y de G. 
cp o 0) = P(Y)” 40 
ce qui prouve le theoreme pour L. 
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2” dupe. On suppose conformement a la premiere ttape que L est un 
corps. Demontrons que L est de type fini; pour cela on applique I.24 oh on 
remplace G par Go. (Remarquons que G/Go ttant un groupe tini, LGo est 
algebrique sur LG et est done reduit a kl L.) On a done un homomor- 
phisme note p. de L dans Q(L @ Q(G”)); on prolonge p. en un homomor- 
phisme L-lineaire de la forme id @ p. de L 0 L dans Q( L @ Q(G”)) et on a, 
pour tout element y de Go: 
(2) (id 0 polo (id 0 P(y)) = (id 0 T(y))0 (id 0 po). 
Ainsi le noyau de id @ p. note N est un ideal de LO L stable par 
(id 0 T)(G’); d’apres la remarque faite sur L@ et [B, 4.573, le noyau N est 
engendrt, comme ideal, par son intersection avec L 0 1; cela prouve que 
l’on a: 
(3) id @p. est injective. 
D’autre part L 0 L et Q( L 0 Q( GO)) sont des algebres integres, cela permet 
de prolonger id@po en un homomorphisme injectif du corps des fractions 
de L @ L dans le corps Q(L 0 Q(G’)). Cela prouve que Fract (L @ L) est 
un L-corps de type fini; on peut choisir des gtntrateurs de ce corps dans 
1 @L; utilisant une base de L Q 1 sur k, ce qui precede prouve que L lui- 
m&me est de type lini comme corps sur k. De la meme facon que dans ce 
qui precede (3) mais revenant a G, on construit un homomorphisme injectif 
de L 0 L dans Q(L @ Q(G)) grace a id @ p. Verifiant pour tout Clement ‘J 
de G: 
(4) 
Notons A une sous-algebre de type fini de L tel que Fract A et L co’inci- 
dent. Choisissons un element note s de A 0 A(G) non diviseur de 0 tel que 
(id @p)(A @A) soit inclus dans la sous-algebre de Q(L@ Q(G)) obtenue 
en localisant A @A(G) par rapport aux puissances de S; i.e., 
PA : A Q A - (A Q A(G)).,. 
Notons P l’ensemble P(Q(G)) (cf. 0.6); c’est un sous-ensemble de A(G) (lie 
aux composantes connexes de G). Les elements de (A 0 A(G)), s’ecrivent 
sous la forme CgcP ayq ou (a,) est un ensemble s’elements de (A@A(G)), 
indexe par P; les elements diviseurs de 0 sont ceux pour lesquels au moins 
un des clq est nul. Soit f un element de l’image de pLa et supposons que f est 
un diviseur de 0; on fixe un ensemble d’elements de G note (yl ... y,) dont 
l’image dans G/G” coincide avec ce dernier ensemble; d’apres la description 
preddente des diviseurs de 0, on a dans Q(L @ Q(G)): 
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,fj, (id 0 r(y,)lf= 0 
(4) et l’injectivite de id 0 p, entraine alors que l’on a: 
fi (idOB(y,))~Ln’(f)=@ 
,= I 
Comme A @ A est integre cela prouve que f est nul. Ainsi p”a envoie les ele- 
ments de (ABA)- (0) sur des elements non diviseurs de 0. Appliquant 
[Di, 2.6.31, on choisit un element de A @A - {O} note f, tel que en notant 
pUA(f) par f’, on ait: 
(5) (A 0 A(G)),,, est grace a pLA un (A @ A),-module libre. 
Puisque A est une algebre de type lini, c’est l’algebre des fonctions 
regulieres sur une variete algtbrique affrne note Y. Soit JJ un point de Y tel 
que la restriction de f a y x Y soit non nulle; on note M l’ideal maximal de 
A definissant y et l’on a: 
d’ou apres passage au quotient, p,,, induit l’homorphisme note & suivant: 
iG: (AIMOA), -+ (AIMOA(G)),,, 
tel que (cf. (5) et le choix de M) l’algebre de droite soit libre sur celle de 
gauche en particulier PA envoie les elements non nuls de A sur des elements 
non diviseurs de 0 de (A/M@ A(G)),,. I1 est clair que A/M@ L est le corps 
de fraction de A/M@ A et une A/M@ Q(G) est I’anneau des quotients de 
A/M@ A(G); cela permet de prolonger canoniquement K en un homo- 
morphisme de L dans Q(G), note v, qui verifie encore (cf. (4)) 
V’yEG, v’~p(y)=r(y)“v 
3’ Ptupe. On identitie L a un sous corps r(G)-stable de Q(G), grace a 
l’etape prictdente, ayant necessairement meme unite (l’unite de L est inva- 
riante par G); on pose: 
Soient A et Y comme dans la deuxieme etape; comme L est un sous corps 
de Q(G) ayant m&me unite, il est immediat qu’il existe un ouvert dense et 
lisse de G note U et un morphisme dominant, note rr, de U dans Y dont le 
comorphisme provient de l’inclusion de A dans Q(G). Restreignant even- 
tuellement U, on suppose que TC est tidelement plat et que rc( U) est un 
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ouvert lise de Y note Y’. Soit y un point de G, on note 0(?, l’anneau semi- 
local de Q(G) ensemble des fonctions dont l’ouvert de definition contient y. 
On pose: 
(6) A, = Qcp, n L. 
Montrons que si y est un element de U, on a: 
(7) A, est l’anneau local de L correspondant au point X(Y), note 
alors A,(:,). 
L’inclusion de A.(,, dans A, est Claire; demontrons l’inclusion rtciproque. 
Soit a un element de A.(,,, alors a~ rr est une fonction rationelle sur G 
par hypothese definie en y. Supposons que a ne soit pas delinie en n(y) et 
notons U, un ouvert irreductible de U contenant y sur lequel a 0 71 est regu- 
like. Comme n est fidelement plate done plate, rr(V,) est un ouvert de la 
varitte lisse Y’. D’apres ( [I], 2.17 et corollaire de 2.15) il existe une sous- 
varitte notte F de rr( U,,) de codimension superieure ou egale a 2 et un uni- 
que prolongement, note ii, de a en un morphisme algebrique de x( UT) - F 
dans l’espace projectif de dimension 1 prenant la valeur intinie; notons i le 
prolongement de A ’ dans P ‘; c? 0 n et i(a 0 n) co’incident sur un ouvert dense 
de U7 - 7-t ‘(F) done partout; ainsi i(a 3 x) doit prendre la valeur intinie sur 
U;. ce qui contredit le fait que u 0 n est reguliere. 
Utilisant (6) et la stabiliti de L par T(G), on a pour tout element y de G: 
(8) Vy’ E G, A,., = I-(f) A; 
(9) V~‘E H, A2=d(y’ ~‘)A;.=A;,. 
Notant E l’element neutre de G, montrons que l’on a: 
(10) H= {YEGIA,=A,:). 
Grace a (9) une inclusion est Claire; reciproquement, soit y un element de 
G pour lequel A, co’incide avec A,: et soit y’ un element de lin Uy -‘. Avec 
(7) (8) et l’hypothese sur y, on a: 
A,,,,, = A,;. = r(f) A, = Ant.;.;.). 
Ainsi rc(y’) et n(y’y) co’incident; comme L en tant que sous corps de Q(G) 
est engendre par les elements uo 7c oh a est une fonction reguliere sur Y, 
cela prouve que d(y)f coi’ncide avec f pour tout element de L, d’oti (10). 
Montrons que l’on a: 
(11) H est un sous groupe ferme de G. 
340 MOEGLIN ET RENTSCHLER 
Comme G est recouvert par les ouverts yZJ ou y decrit G, il suflit de mon- 
trer que H n y U est ferme dans y U quelque soit l’element y de G. Avec (7), 
(10) et (8), on a la caracterisation suivante; 
y’~y~-‘Hn UoA.(,,,= A,~, 
d’ou: 
ce qui prouve (11). 
On sait done maintenant que L est inclus dans Q(G/H) et il ne reste plus 
qu’a prouver l’inclusion reciproque. Soit f un element de Q(G/H); quite a 
restreindre U, on suppose que f est regulibre sur U. Comme U et n(U) sont 
des varietes normales, pour montrer que f est dans L, il suflit de demontrer 
que f est constant sur les libres de n, il resulte immtdiatement de (7), (8) et 
(10) que si n(y) et n(y’) comcident, y ~ ‘y’ est un element de H; d’oh l’asser- 
tion. 
Reduction de G a H 
1.30. On termine ce chapitre par quelques lemmes techniques qui 
utilisent l’automorphisme p et permettent de ramener l’etude de sous- 
algebres de V@ Q(G/H) stables par (p 0 f)(G) a celle de sous-algebres 
de V stables par fi( H). Dans cette section W est, sauf en 1.31, une sous- 
algebre b(H)-stable de I/ et Wh a ete delini en 1.4. 
1.31. LEMME. (i) Soit W un sous-k-espace vectoriel b(H)-stable de V, 
alors W est une sous-algdbre de V si et seulement si West une sous-Q(G/H)- 
algebre ((0 @ r)(G)-stable de V@ Q(G/H)). 
(ii) Supposons que W soit une sous-algebre /I( H)-stable de V, alors u 
induit par restriction les deux isomorphismes suivants: 
W6 7 (W@ Q(G))‘a@“““’ 
W’lQ(G) r W@ Q(G). 
Ce lemme est clair. 
1.32. Dans les applications, on part plutot dune sous-Q(G/H)- 
algebre @@r)(G)-stable de V@ Q(G), notee JZY, et W vaut alors A* 
(cf. chapitre II). On pose pour la fin de ce chapitre: 
WFn, = Wb n V@ A(n) et on a immtdiatement. 
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(0 W& n V@m(,, est un ideal bilatere de la sous-algtbre 
Wp,, de Wh. 
(ii) le morphisme obtenu en composant les morphismes naturels sui- 
vants: 
est un isomorphisme d’algdbres. 
(La surjectivite a ete vue en I.S(ii).) 
1.33. Remarque. Les bijections Q et # induisent des isomorphismes 
reciproques de l’ensemble ordonnt des ideaux de W stables par P(H) sur 
l’ensemble ordonne des idtaux de Wtl stables par (p @ T)(G) (cf. 1.4). 
1.34. LEMME. Soient J et 7 des sous-espaces vectoriels P(H)-stables de V. 
Alors, on a: 
(JJ)b = (J)“(J)4. 
On a: 
d’ou 
(JO Q(G))(JO Q(G)) = JJO Q(G) 
et done la premiere des Cgalitts suivantes ttant Claire: 
JhPQ(G) = (JqQ(G))(pQ(G)) = (J.?)hQ(G). 
(On a utilise 1.5(i).) On obtient le lemme en prenant l’intersection avec 
V@ Q(G/H) de chacun des termes extremes dans l’egalite precedente. 
1.35. LEMME. Soit J un ideal p(H)-stable de W. Alors, on a: 
(i) ( VJ)h = V(Jh), 
(ii) J= VJn WoJb=(VJtl)n Wb, 
(iii) VJh n V= nyEG P(y) VJ, 
(iv) P induit un isomorphisme d’algebres de Wb/Jh sur 
(W/J@ Q(G))(B@‘d(H) qui entrelace (fi@T)(G) et (id@T)(G). 
(i) D’apres le lemme precedent, on a: 
( VJ)q = V4J4 = VJbQ(G/H) = VJb. 
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(ii) rtsulte de (i) et du fait que 4 et # sont compatibles avec les inter- 
sections. 
(iii) On a I’J4 = ( VJ)tl d’apres (i) et avec IS(i), on obtient 
h ( VJ)~ = n pcll)( VJ). 
;’ t G 
(iv) Par passage au quotient p induit un isomorphisme de 
Wq/Jq OQcGIHj Q(G) sur W/J@ Q(G) entrelacant (id 0 A)(H) et 
(fi @ A)(H). 11 sufftt, alors, de prendre les invariants par rapports a H. 
1.36. LEMME. Soit J un ideal de W. On suppose que J est un ideal de 
Goldie semi-premier de W et que J” est un i&al de Goldie semi-premier de 
Wh. Alors on a: 
(i) Les algehres ( W/J@Q(G))CP@d)(H) et W/J@Q(G) sont des 
anneaux de Goldie semi-premiers et I’inclusion naturelle de W/J (resp. 
(W/JO Q(G)) (tro A”H’) duns W/J@ Q(G) se prolonge aux anneaux de ,frac- 
tions. 
(ii) L’inclusion fournie par (i) de Q(( W/J@Q(G))(P@d’(H)) dam 
Q( W/J@ Q(G))‘“@“““’ est surjective; ainsi u se prolonge naturellement en 
un isomorphisme de Q( Wq/Jq) sur Q( W/J@ Q( G))(O@ A’(H) entrelacant 
(P 0 O(G) et (id 0 O(G). 
(iii) L’ideal J est /I(H)-rationnel (resp. premier) si et seulement si 
l’ideal Jt est (p 0 f )( G)-rationnel (resp. premier ). 
(i) L’existence de Q( W/J@ Q(G)) a tte vue en 0.7. Quant a I’exis- 
tence de Q(( W/J@ Q(G))‘Po”)CH’ ), elle est assuree par celle de Q( Wq/Jb) 
(hypothese) et 1.35(iv). 
Soit s un element de ( W/J@Q(G))‘P@d’(H) qui est un non diviseur de 0; 
on pose: 
x= {XE W/J@Q(G) j XS=O). 
I1 est clair que x est un Q(G)-module, stable par (fi@ A)(H); de I.2 et de la 
2e propritte d’entrelacement de p, il resulte que x est non nul si et seule- 
ment si son intersection avec (W/J@ Q(G))(Bon)cH) est non nulle. Cela 
prouve que s est aussi un non diviseur de 0 dans W/J@ Q(G). On termine 
la preuve de (i) de maniere analogue (en utilisant 1.3 au lieu de I.2 et p). 
(ii) Soit x un element de Q( W/J@Q(G))(P@““H’; on pose 
x= {VE W/JOQ(G) 1 UXE W/J@Q(G)}. 
Alors x est un Q(G)-module stable par (PO A)(H), mais c’est aussi un ideal 
essentiel a gauche de W/J@ Q(G). G race a I.2 (et a la 2e propriete d’entre- 
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lacement de p), on voit que (x)(@@‘)(~) est un ideal a gauche essentiel et 
contient done un non diviseur de zero. Cela prouve la surjectivite en (ii). 
(iii) Soient J et J des ideaux b(H)-stables de Wet Jh et p les ideaux 
(/?@r)(G)-stables correspondant de Wb. D’aprb le lemme 1.34, (J7)h et 
Jqp coincident. D’ou: 
c’est-a-dire l’assertion de (iii) relative a “premier”. On note 2 (resp. Z’ ) les 
elements du centre de Q( W/J) (resp. Q( Wq/Jb)) qui sont invariantes par 
b(H) (resp. (P@,)(G)). D’apres L35(iv) et le (ii), on a: 
,u(Z+) c Q( W/J@ Q(G))(BOd)(H),‘dO~)(G). 
Soit x un element de p(Z+); on pose: 
x= {UE W/J@Q(G) 1 UXE W/J@Q(G)}. 
Alors x est un sous-Q(G)-module de W/J@ Q(G) stable pour (id@T)(G) 
et c’est aussi, un ideal a gauche essentiel, grace a 1.3, on voit que x n W/J 
est un ideal a gauche essentiel de W/J et contient done un element non 
diviseur de 0; cela prouve que l’on a 
p(Z+) c Q( W/J)“‘? 
Comme p est un homomorphisme d’algebre, on a meme l’inclusion de 
p(Z+) dans Z. On montre l’inclusion reciproque de la meme facon et cela 
termine (iii). 
1.37. Remargue. On a dtmontre l’assertion de (iii) relative a “premier” 
saris utiliser I’hypothese que les ideaux sont semi-premiers de Goldie; et par 
un argument analogue, on montre que Jb est (PO r)(G)-semi-premier si et 
seulement si J est B(H)-semi-premier. 
II. INDUCTION DANs LES ALG~BRES ENVELOPPANTES 
GRkE AUX FONCTIONS SUR UN ESPACE HOMOGl?NE 
11.1. On travaille maintenant dans l’algebre eveloppante U(g) asso- 
tie a l’algebre de Lie g de G. En outre, en guise de morphisme de G dans 
End Alg U(g), on prend celui qui est obtenu grlce a l’action adjointe de G 
dans U(g) et on le note ad au lieu de 8. On utilise la terminologie de I.15 et 
on va montrer que si I est induit par J grace a Q(G/H) (cf. 1.15) alors J est 
engendre par son intersection avec U(h) en tant qu’ideal a gauche et que 
Jn U(h) est un ideal semi-premier de U(h). De plus sous ces hypotheses, 
580 h9.3.5 
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notant qJ l’homomorphisme de Q(G/ZZ) dans Q( U(g)/Z) determine par J 
(cf. I. 11) on verra que p induit un isomorphisme entre les algebres suivan- 
tes: 
Q( U(g)/z)qJ(Q(G'H)) rQ(U(b)/Jn U(t,)@Q(G))‘“d-‘)(H). 
On lie alors les proprietes de Z et celles de Jn U(6). 
Toute la fin de ce chapitre est consacree a demontrer une propriete de 
transitivite: soient H et H’ des sous-groupes fermes de G tels que H con- 
tienne H’ et Z, J et J’ des ideaux semi-premiers de U(g), U(h) et U(l)‘). On 
dtmontre dans cette situation que les deux proprietes suivantes sont Cqui- 
valentes: 
(i) Z est induit par U(g).Z’ grace a Q(G/H’) et 
J=fl,.Aady) Vb)nJ’, 
(ii) Z est induit par J grace a Q(G/H) et J est induit par J’ grace a 
Q(H/H'). 
Cette propriett de transitivite sera l’outil essentiel au chapitre III pour 
construire des sowalgbbres commutatives G-stables dans les quotients 
primitifs de U(g). 
11.2. EXEMPLE. Soit Z un id&al semi-premier de U(g) de la forme 
nrt Jad y)P oli P un idial premier de U(g) (i.e., Z est G-premier) alors Z est 
induit par P grLice ci Q(G/Stab,P). 
Les hypotheses (*) de I.25 sont satisfaites avec, ici, L = Q( U(g)/Z). 
Notons G’ le sous-groupe fermi: de G stabilisant P et remarquons que 
Q( U(g)/Z) est canoniquement isomorphe a @,, c,c, Q( U(g)/yP). En parti- 
culier l’unite de Q(U(g)/P) est un projecteur canonique de Q(U(g)/Z) note 
p dont G’ est le stabilisateur et P(Q( U(g)/Z)) (i.e., l’ensemble des projec- 
teurs canoniques de Q( U(g)/Z)) co’incide avec (VP),,.,,,. On peut alors uti- 
liser l’isomorphisme de I.25 precedent (6) qui dit que p induit un isomor- 
phisme de Q(u(d/Z) sur Q(u(g)lPO Q(G)) (ad @ A )(“). En particulier FG( P) 
contient Q(G/G’) (cf. I.1 1). Grace a 1.12(i) on voit que F,(P) coincide avec 
Q(G/G’) et les conditions de I.15 sont done veriliees puisque P est alors 
clos (d’apris les proprittts des elements non diviseurs de zero dune algebre 
semi-premiere). 
11.3. LEMME. Soient Z un id&al semi-premier et G-stable de U(g) et A une 
sous-alg6bre commutative G-stable de Q( U(g)/Z); alors A admet un anneau 
total des fractions dans Q( U(g)/Z). E n outre si Z est premier (et G-stable) 
alors A est inttigre. 
On note 8 l’ensemble des ideaux G-premiers minimaux au dessus de Z 
(cf. 0.9). Alors on a 
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Ainsi il suflit de demontrer le lemme quand Z est G-premier, ce que nous 
supposerons. On note N l’ensemble des elements nilpotents de A, c’est un 
ideal G stable de A. De plus comme Q( U(g)/Z) est un produit d’anneaux de 
matrices sur des corps gauches, il existe un entier, note n, tel que N” soit 
nul. On pose 
M= (U(g)lZ) Nn U(g)lZ. 
Comme N est stable par G, on voit que M est un ideal de U(g)/Z et il est 
non nul si N est non nul. En outre, on a (en tant qu’espace vectoriel): 
M”cM”-‘NC ... c U(g)/ZN”=O. 
Comme U(g)/Z est semi premier cela entraine que M puis N sont nuls. 
Remarquons que l’on a: 
(1) VXEg,VaaEA, Xa2 = a(2Xa - all). 
Notons S l’ensemble des elements de A non diviseurs de 0 dans A; on pose 
x={xtzU(g)/ZI 3aES,xa=O}. 
Comme S est un ensemble multiplicatif, on voit que x est un ideal a gauche 
de U(g)/Z et utilisant (1 ), on voit aussi que x est un ideal a droite. En outre 
il est clair que x est G-stable. Puisque nous avons suppose que Z est G-pre- 
mier x est nul ou x n’est inclus dans aucun ideal premier minimal au dessus 
de Z. Ainsi si x n’est pas nul il contient un element de U(g)/Z non diviseur 
de 0 ce qui contredit la definition de x. Ainsi Q(A) est naturellement inclus 
dans Q( U(g)/Z). Supposons maintenant que Z est premier. D’aprb I.24 et 
1.26, on sait que Q(A) est stable par g et d’apres 1.23, que les idtaux pre- 
miers minimaux de Q(A) sont stables par g; on les note P, .. . P, et on 
pose: 
pi = U(g)lZn (u(g)IZp,) 
il est clair que ce sont des ideaux de U(g)/Z non nul si Q(A) n’est pas 
integre; on a: 
fI Pj c (U(g)/Z) h P;= 0. 
i=l i= I 
Ce qui termine la demonstration du lemme. 
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11.4. PROPOSITION (Ideaux generiques). Soient t un iddal de g stable par 
G et K un id&al G-rationnel de U(t); alors il existe un id&al primitif de U(t), 
unique ci G-conjuguaison p&s, not& M, tel que l’on ait: 
De plus, notant H le sous-groupe de G stabilisant M, on a: K est induit par 
M grcice ci Q(G/H) et (p,(Q(G/H)) (cf. I.1 1) coihcide auec le centre de 
Q( U(t)lK). 
Remarquons que cette proposition donne aussi une caracterisation des 
idtaux G-rationnels de U(g) (on fait coi’ncider t et g). 
Puisque K est semi-premier, U(t)/K admet un anneau total des fractions 
dont on note C le centre. Alors C est une sous-algebre commutative G-sta- 
ble de Q(U(t)/K) et m&me semi-simple d’apres 11.3. Grace a 1.29, on choisit 
un sous-groupe ferme note H de G et un isomorphisme, note q, de Q(G/H) 
sur C. Notant, comme en 1.16, rr l’application naturelle de U(t) dans 
Q( U(t)/K); on pose dans U(t)@ Q(G/H): 
cA! = Ker( rr 0 cp). 
Comme cp( Q(G/H)) est central dans Q( U(t)/K), J&T’ est un ideal de 
U(t) @ Q(G/H) stable par (ad @ Z)(G); faisant V egal a U(t) et utilisant 1.4, 
on pose M= JZ~ (i.e., M= x-‘(( U(t)/K) cp(m(,,))). D’apres I.19 on sait 
que K est induit par M grace a Q(G/H). Dtmontrons que M est primitif; 
puisque U(t) @ Q(G/H)/A est inclus dans Q( U(t)/K) et que son image 
co’incide avec (U(t)/K)C, on a: (1) A’ est semi-premier et (adOT) 
rationnel. 
Faisant dans 1.29, V egal a U(t) @ Q(G/H) et done W igal a U(t), on 
peut utiliser I.36 qui dit que M est un ideal H-semi-premier de U(t). La G- 
equivariance de cp prouve que H contient le sous-groupe irreductible de G 
d’algebre de Lie t; la remarque de U(t); on utilise alors 1.35(iv) qui fournit 
un isomorphisme de Q( U( t ) 0 (G/H)/&) c’est-a-dire de Q( U( t )/K), sur 
Q( U(t)/M@ Q(G))‘“d@d)(H) note p. En outre avec (1) et 1.29(3), on sait 
que M est un ideal H-rationnel de U(t). On veut demontrer que M est pri- 
mitif, c’est-a-dire d’apres [Di2, th. C], que le centre de Q( U(t)/M) est 
reduit a k le corps de base. Notons C’ le centre; d’apres ce sui precede, CH 
coincide avec k et C’ est done H-isomorphe (cf. 1.24) a Q(H/H’) pour un 
sous-groupe ferme H’ de H bien choisi et dont l’algebre de Lie contient 
necessairement t. Par le m&me argument que celui qui termine la lere etape 
de la demonstration de 1.29, on voit que I’on a un isomorphisme G-equiva- 
riant de Q(G/H’) sur p-‘(Q(C’@ Q(G))(ad@‘d)(H), note cp’. Comme l’algebre 
de Lie de H contient t, l’image de cp’ est dans le centre de Q( U(t)/K), c’est- 
a-dire coincide avec C et H’ coi’ncide avec H. Ce qui prouve que M est un 
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ideal primitif. 11 reste a prouver l’unicite de la G-orbite de M; soit M’ un 
ideal primitif de U(t) contenant K et vtritiant 
Comme K est G-rationnel, il est G-premier et les idtaux premiers minimaux 
au dessus de K forment une G-orbite; en outre chaque ideal premier mini- 
mal est stable par Go; on obtient alors que l’idtal n,,,o yM’ est un ideal 
premier minimal au dessus de K. L’unicite de la G-orbite de A4 resulte done 
de l’unicite de [M-R2, 2.41. 
11.5. Les algPbres tordues U(g) @ Q(G/H) et U(g) oCj Q(G). On va 
maintenant utiliser le fait que l’espace vectoriel U(g) @ Q(G) est assez 
naturellement muni d’une structure de Q(G)-algebre tordue, unique avec 
les proprittes suivantes: 
(i) U(g)ci U(g)0 1 et Q(G)cr 1 @Q(G) sont des homomorphismes 
d’algebres (on fera de ces fleches des identifications), 
(ii) VUE U(g), Vae Q(G), on a 
u@u= (UO l)(l @a), 
(iii) VXE g, Vag Q(G), on a 
xu - ax = I-( X)u. 
I1 est immediat que pour cette structure d’algebre (ad 0 T)(G) et Id @d(G) 
sont des morphismes de G dans End Alg( U(g)@, Q(G)) et que quelque 
soit le sous-groupe fermi: H de G, les sous-espaces vectoriels 
WOQWH) et U(g)@&, sont des sous-algebres; mais l’automor- 
phisme p n’est plus compatible a cette structure d’algebre. En outre les mul- 
tiplications a gauche et a droite par les elements de Q(G) donnent deux 
structures de Q(G)-modules dites Q(G)-module sur la gauche et sur la 
droite. Pour eviter des confusions, on notera j l’homomorphisme d’espace 
vectoriel de la Q(G)-algebre U(g) @ Q(G) sur la Q(G)-algebre tordue 
U(g) OS Q(G). Remarquons que j est un morphisme de U(g) 0 Q(G)-bimo- 
dule od U(g) (resp. Q(G)) agit par multiplication a gauche (resp. a droite). 
11.6. Le cornmutant, not& 0, de Q(G/H) duns U(g) Oa Q(G/H). 11 est clair 
que 8 est une Q(G/H)-algebre stable par (ad 0 T)(G) ainsi que par 
(ad@id+id@T)(g). 
LEMME. (i) Le morphisme j est un morphisme de j- ‘( O)-module ci droite 
(les structures de modules ci droite &ant obtenues par les multiplications ci 
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droite). En particulier j- ’ et jP ’ 0 p sont des morphismes d’algtibres de 0 sur 
leurs images. 
(ii) On a: 
(i) Soient u et v des elements de U(g) @ Q(G/H); on suppose que u 
appartient a jj’( 8) et on Ccrit u sous la forme x ui@ a, od ui est un 
ensemble fini d’tlements de U(g) et a, est un ensemble tini d’elements de 
Q(G/H). Alors on a: 
et puisque j est un morphisme de U(g) @ Q(G/H) bimodules (cf. fin de 1.5) 
on a aussi: 
.Auv) = C Aui) j(o) Aail. 
Utilisant le fait que j(u) commute aux elements de Q(G/H), on obtient: 
d’ou (i). 
(ii) On va d’abord calcular p ‘j( ~?‘n g Oa Q(G/H)). 
Soit x element de g @ Q(G) ecrit sous la forme C X, Of, oh X, E g et 
fin Q(G). On note U un ouvert dense de G contenu darts l’ensemble de 
definition de chaque fonction ,f, et on pose dans l’ensemble des optrateurs 
differentiels definis sur U: 
dd(x) = ~fi4XI 
Soit f une fonction reguliere sur U; en tout point y de U, on a: 
i.e., df(x) = dd(p(x)) d’ou 
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(avec un abus puisqu’il faut se limiter aux ouverts de definition). 
0 P(X) E (b 0 Q(G)) n (9 0 Q(G))(ad@d)(H’ 
(cf. les proprietes d’entrelacement de p). 
Utilisant (i), pour prouver (ii) il ne reste plus qu’a prouver que zi est 
engendree en tant qu’algebre par son intersection avec g OA Q(G). Pour 
cela on va utiliser le lemme suivant: 
11.7. LEMME. Soit p un projecteur canonique (i.e., minimal) de Q(G/H). 
Alors on a: 
(i) p est central duns U(g) as Q(G), 
(ii) il existe deux ensembles finis dtlkments not& (X, ..’ X,) et 
(h . ..f.) de 9 06 Q(G/W P et Q(G/H) P, respectivement, ayant les propri& 
tt!s suivantes: 
[X,&l =&p 1 <i,jdt 
(X? ...Xyl) oti (n, . ..n.) parcourt N’ est une base de U(g) Oa Q(G/H)p en 
tant que module d droite sur la sous-algtibre de U(g) @a Q(G/H) p engendrk 
par 8n g OS Q(G)p (i.e., ap quand on aura dkmontrk 11.6). 
(i) resulte de la definition de la structure d’algebre tordue et de la 
description explicite de P(Q(G/H)) ou si l’on veut formellement de: 
T(X)(P) = w7(P2) = 2PT(Jf)(P) = 2P2w7 P), tJXECl 
et done: 
T(X)(p)=pl-(X)(p)=2p=l-(X)p=O. 
(ii) On sait que Q(G/H)p est un corps et que pour tout element de 
Q(G/H) p l’endomorphisme u + au - au de U(g) Oa Q(G/H) est localement 
nilpotent. L’assertion (ii) est alors classique (cf., par exemple, [M, dem. de 
3.51). 
11.8. (fin de la demonstration de 11.6) 11 suflit de calculer up pour 
tout projecteur p. Utilisons les notations de II.7 W, . . . X, et fi . .f,. Soit u 
un element de op tcrit dans la base de IL7(ii) sous la forme: 
U= c Xl’ ...xy, U{,} 
{?l}EN’ 
oli U{,) est un ensemble d’elements presque tous nuls de la sous-algebre de 
8 engendrte par son intersection avec g Oa Q(G) p. Calculant les crochets 
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de u avec f, un nombre sulkant de fois puis f2.. , on voit que necessaire- 
ment ufn) est nul sauf si {a} = (O,..., 0); d’ou II6(ii). 
11.9. Grace a 11.6, on va pouvoir utiliser les rtsultats de I.29 et sui- 
vants en prenant pour Wh l’algebre 0 (identifite a j-‘8) et l’algebre U(h). 
Mais auparavant on tire quelques corollaires de II.7 pour arriver a 11.13. 
11.10. LEMME. Soit J un sous-Q(G/H)-bimodule (i.e., sur la gauche et sur 
la droite) de U(g) @a Q(G/H); alors on a: 
Jc (Wd Oa Q(GIH))(Jn 8). 
Comme J est la somme directe des Jp oti p parcourt P(Q(G/H)) il s&it 
de demontrer l’inclusion du lemme apt-es multiplication par p oh p est 
un projecteur minimal de Q(G/H). Le lemme se demontre de man&e 
analogue a 11.8. 
II. 11. LEMME. Soient J et J’ des sous-Q(G/H)-bimodules de 
U(g) @a Q(G/H) tels que J’ c J. On suppose en outre que J et J’ sont des 
idkaux ri gauche de U(g) OS Q(G/H). Alors J n 8 s’envoit surjectivement sur 




L’inclusion du terme de droite dans celui de gauche est Claire; recipro- 
quement utilisant le debut de 11.7, on se ram&e a demontrer que pour tout 
element p de P(Q(G/H)) on a: 
Jp=(Jn o)p+J’p. 
On a, puisque p2 et p coincident: 
Jp= {XE Jp 1 V’E Q(G/H), xf-~xEJ’} 
={xEJ~/~~~Q(GIH)P,~~-~~~J’P}. 
Soit x un element de Jp; on considere x comme un element de 
U(g)@ Q(G/H)p et on l’ecrit dans la base donnee dans le lemme II.7 sous 
la forme suivante: 
x= c x;‘...x:~u,,,, 
{PZ)EN’ 
ou ( ui,,)) est un ensemble d’elements presque tous nuls indexe par N ‘. 
Appliquant un nombre sullisant de fois adfl ... adf!,, on voit de proche en 
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proche que chaque ClCment u{,) est dans J’p si n n’est pas le t-uple form6 
de 0. Si n est le t-uple form& de 0, alors u{~) est dans J n up puisque x est 
dans Jp et que Jp est stable par ad Q(G/H)p. Cela termine la dkmonstra- 
tion. 
11.12. Remarques. Soit M un sow-Q(G/H)-module sur la droite de 
U(g) Qa Q(G/H) (oti de U(g)QQ(G/H)) stable par (adQT)(G). Alors A4 
est aussi stable par (ad Q id + id Q T)(g). 
En tant qu’espace vectoriel M est de la forme Eb (cf. I.4 et 1.5) oh E est 
un sous-espace vectoriel, H-stable, de U(g). Alors E@ Q(G) est (id Q T)(g)- 
stable et les propriMs d’entrelacement de p prouve que pL-‘(E@ Q(G)) n 
U(g) Q Q(G/H) (i.e., Eh d’aprks 1.4(i)) est stable par (ad Q id + id Q r)(g) 
d’oti l’assertion cherchke. 
II. 13. LEMME (Caractkrisation des idkaux de U(g) Qa Q( G/H) par leur 
intersection avec 8). 
(i) Soit J un id&al de U(g) Q Q(G/H) alors on a: 
J= U(g)(Jn 8). 
(ii) L’application “intersection avec i?, notCe @, dkfinit une bijection 
entre l’ensemble des idkaux de U(g) @a Q(G/H) et l’ensemble des idtiaux de 
8 stables par (ad Q id + id Q T)(g) et 0-l est don&e par: 
@-‘J= U(g) J. 
(iii) Un idPa J de U(g) OS Q(G/H) est semi premier (resp. 
adQr)(G)-premier) si et seulement si Jn 0 est semi-premier (resp. 
(ad Q T)(G)-premier). 
(i) rksulte immkdiatement de 11.10. 
(ii) soit J un idtal de U(g) Qs Q(G/H); alors J est stable par 
(adQid + id Or)(X) pour tout X dans g puisque cette opkration d&kit 
ad.(,) B,a P(G,HJ X. Ainsi J n 0 est stable par (ad Q id + id Q T)(g). Rkipro- 
quement soit J un id&al de 0 stable par (ad Q id + id Q T)(g); il est clair 
que U(g) J est un idCal de U(g) Qs Q(G/H). Ainsi (ii) rksulte (i). 
(iii) Soit J, et J, des idkaux de U(g) Qa Q(G/H), on a: 
u(g) @(JIP(J~ = U(g) @(J,) U(g) @(J,) = J, J,. 
D’oh d’aprks (ii) 
cV’(CP(J~) @(J2))= J,J,. 
Cela donne en particulier la premikre assertion de (iii). 
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De la m$me facon, on trouve que l’on a: 
@(J,) n @(J2) = @(J, n 52). 
Comme il est clair que Jn 0 est stable par (ad @ T)(G) si et settlement si J 
l’est, (iii) resulte de 0.9. 
11.14. LEMME. Soit J un idPa semi-premier de U(g) OS Q(G/H) stable 
par (ad @ r)(G), alors o/Jn 8 est la sous-algtbre de U(g) @I 6 Q(G/H)/J 
ensemble des kkments commutants Li Q(G/H). L’injection de o/Jr\ 8 duns 
U(g) OS Q(G/H)/J se prolonge Li l’anneau des fractions et l’image de 
Q( o/Jn 8) est l’ensemble des &!ments de Q( U(g) OS Q(G/H)J) commu- 
tant Li Q(G/H). 
La premiere assertion du lemme resulte immediatement de 11.12, oh on 
fait J Cgal a U(g)0 Q(G/H) et J’ egale a J. Soit x un element de o/Jn 8 
non diviseur de 0 dans cette algebre; on pose 
(1) x=(u~U(g)O,Q(G/H)lu(x+J)cJ}. 
Alors x est un ideal a gauche de U(g) Oa Q(G/H) et un Q(G/H)-module 
sur la droite. De 11.8, il rtsulte que l’on a: 
x = (u(g) Qa Q(G/H))(x n 0). 
La propriete de x prouve que x et J coincident; cela montre l’inclusion des 
anneaux de fractions annonde dans le lemme. Remarquons maintenant 
que 11.10 fournit une bijection entre les ideaux a gauche de 
U(g) Oa Q( G/H)/J stables par Q(G/H) et les ideaux a gauche de u/Jn 8; 
done en particulier un ideal a gauche essentiel stable par ad Q(G/H) de 
U(g) 0 Q(G/H)/J coupe o/Jn 0 suivant un ideal a gauche essentiel. Cela 
permet de terminer la demonstration du lemme comme en (1). 
11.15. Soit 7 un ideal de 0 stable par (ad @ T)(G); grace a 1.2, on 
munit n/I/J oPcGIH) Q(G) de l’unique structure de Q(G)-alg&re prolon- 
geant la structure de Q(G/H)-algebre de o/J; on pose 
u’=m3,,,,“, QKWWh)QW)). 
J’= (7 QQco,Hj Q(G)) n (UWQNG)). 
Alors utilisant I.2 et le fait que Q(G) est un A(G)-module fidelement plat, 
on sait que I’on a: 
o/J @o(,~~) Q(G) est isomorphe a u’/J’ @A(G) Q(G). 
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Ainsi, on peut considerer D/J comme une sous-algebre (on utilise encore 
1.2) dun localist de l’algebre U’/J’ sur laquelle G opere rationnellement 
grace a ad 0 ZY De plus on dtmontre comme dans le lemme precedent que 
si 7 est un ideal semi-premier, Q( U/J) est une sous-algebre de 
Q(D/T @ ocGIHj Q(G)) comcidant avec Q(U’/J’); utilisant 1.22, on obtient 
done le lemme suivant: 
LEMME. Soit 7 un ideal semi-premier de 0 stable par (ad @ Z)(G). Alors 
tout element de Q( o/J) invariant par (ad@Z)(G) est aussi invariant par 
(ad @ id + id 0 T)(g). 
II. 16. COROLLAIRE. Soit J un ideal de U(g) @a Q(G/H) stable par 
(ad @ f)(G), alors J est un ideal (ad@Z)(G)-rationnel si et seulement si 
Jn 0 est un ideal (ad @ f)(G)-rationnel de 8. 
D’aprb 11.13, on sait que J est semi-premier si et seulement si Jn 8 =: 7 
l’est; supposons qu’il en soit ainsi et notons C et 2: les centres de 
Q(U(g) OS Q(G/H)/J) et de Q(o/1/3). D’apres II.14 on sait que C est inclus 
dans c; de II.15 et de la structure d’algebre tordue de U(g) OS Q(G/H), il 
rtsulte que Pd @ r)(G) est inclus dans C. On a ainsi l’egalite suivante: 
cbdOO(G) = Z;W@WG) 
qui prouve le corollaire. 
11.17. Remarque. Soient I un ideal semi-premier, ad G-stable de U(g), 
et cp un homomorphisme G-Cquivariant de Q(G/H) dans Q( U(g)/Z). Alors 
cp est g-tquivariant (cf. 1.27) et le sous-U(g) - Q(G/H)-bimodule de 
Q( U(g)/Z) egal a U(g)/Z) q$Q(G/H)) est une sous-algebre semi-premiere 
de Q( U(g)/Z). De plus, l’homomorphisme nature1 note ~8 cp de 
U( g ) 0 6 Q( G/H) dans Q( U( g)/Z) est un homomorphisme d’algebres. 
11.18. PROPOSITION (Induction grace aux fonctions dans les algebres 
enveloppantes). Soient Z un ideal semi-premier, ad G-stable de U(g) et J 
un ideal a gauche ad H-stable de U(g). On suppose que Z est induit par J 
grace a Q(G/H); on note J= J’ n U(lj). Clairement J est H-stable et on a: 
(i) S = U(g) J, 
(ii) J est un ideal semi-premier de U(f)), 
(iii) Z est G-premier si et seulement si J est H-premier, 
(iv) Z est G-rationnel si et seulement si J est H-rationnel. 
Notons cp l’homomorphisme de Q(G/H) dans Q( U(g)/Z) determine par J 
(cf. I.15 et 1.11) et $ le noyau de 7~0~ (cf. 1.17). D’apres I.17 JJ est un 
ideal semi-premier de U(g) Oa Q(G/H). 
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D’apres I.16 et 1.19(i), on a 
(*I (S)‘l = f. 
Avec 1.4(i) et 11.6(ii), on obtient 
(**I J~=(jQd). 
On va appliquer I.29 et suivant avec W= U(i)) (d’oti Wh = 8): 
(i) D’aprts 1.13(i), (**) et 1.35(i) on a: 
B = wJ)(,Y n 8) = U(g) Jq = (wl) JP. 
D’ou avec (*) 
J’h=(U(g)J)h 
et (i) rtsulte de ce que @ est une bijection (cf. 1.4). 
(ii) Comme $ est semi-premier, il en est de m&me de 2 n 8 d’apres 
I.l3(iii) et done de J d’aprbs I.34 (si (fi)’ c J on a aussi (&)Q)“c Jb d’od 
,rJ= J). 
(iii) Montrons que l’on a en fait les equivalences suivantes 
(CI) I est G-premier (resp. G-rationnel), 
(/I) $ est G-premier (resp. G-rationnel), 
(y ) 9 n 8 est G-premier (resp. G-rationnel), 
(6) J’ n U(h) est H-premier (resp. H-rationnel). 
L’equivalence de (/I) et (y) resulte de II.l3(iii) et 11.16, celle de (y) et (6) de 
1.36(iii) et (w). Pour voir celle de (u) et (/I) il suflit de remarquer que l’on a 
les fleches naturelles suivantes: 
En 0.9(i), on a vue que la propritte d’etre G-premier ne depend que de l’an- 
neau de fraction (ici tout est noetherien semi-premier) il en est de m&me de 
G-rationnel d’ou l’tquivalence cherchte. 
11.19. (Hypothese de 11.18). Remarquons que g&e ci II.14 et 1.35(iv) 
( W= U(b), W” = 8), on voit que p induit un isomorphisme: 
Q( U(g)/Z)V’ec’H’) r Q(U(l.))/J@ Q(G))‘“d@“d”“‘. 
On peut d’ailleurs etendre p en isomorphisme de 
Q( ( U(g)/Z)V’QcG’H)) @Q(G,H) Q(G))2 Q(Wr,YJ@Q(G,, 
(cf: 1.2). 
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11.20. Terminologie pour les algebres enveloppantes: Soient Z un 
ideal semi-premer, G-stable de U(g) et J un ideal de V(h). On dit que Z est 
induit par J grace a Q(G/ZZ) si Z est induit par U(g) J grace a Q( G/H) cf. 
1.18(i)). 
11.21. PROPOSITION. Soient Z un ideal G-premier et J un ideal de U(b). 
Alors les conditions suivantes sont Cquivalentes: 
(i) Z est induit par J grace a Q(G/H), 
(ii) J est un ideal H-premier de U(h) et I’on a 
n MdJ=~ 
y 6 G 
FcAu(d J) = Q(GIHL 
(iii) il existe un homomorphisme injectif et G-Cquivariant note cp de 
Q(G/H) dans U( U(g)/Z tel que (notant T-C I’application naturelle de U(g) dans 
Q(u(dlO) on ait 
U(g)J=~-‘(U(g)lZ~(m(,,)) i.e., J= U(b)n~p’((W)14 cp(m&). 
Tenant compte de I.19 il suhit de demontrer que les hypotheses de (ii) 
entrainent que U(g) J est ~10s. Notons U(g) J,,,, (cf. 1.9) par J’. D’apres 
1.12(i), on a: 
FcU’) = Q(G/W. 
Comme H est inclus dans le stabilisateur de J’, il resulte de I.14 et I.15 que 
Z est induit par J’ grace a Q(G/H). Utilisant 11.18(i), on voit que J’ est 
engendrt par son intersection avec U(b). 
Posons: 
x= {XE U(t))/JI x(J’n U(I)))/J=O}. 
11 est clair que x est un ideal de U&)/J stable par H, tel que 
x(J’ n U(?)/J) = 0 comme par hypothese J est un ideal H premier, x est nul 
si J’ n U(I)) est J ne comcident pas. Or on a: 
Ainsi d’apres le theoreme de PoincarbBirkhoff-Witt x est non nul si 
J’ n U(h) #J. D’oh la contradiction cherchee. 
11.22. Notations pour Zes sections II.22 h 27. Pour ces sections on Iixe la 
sitation et les notations suivantes. On tixe un ideal semi-premier G-stable 
de U(g) (on note 7~ l’application canonique de U(g) dans Q( U(g)/Z)) et on 
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se donne un homomorphisme G-equivariant de Q(G/ZZ) dans Q( U(g)/Z), 
note cp. On pose (cf. 1.16) 
J= w’U(9m(m(H))) n U(b). 
Soit H’ un sous-groupe ferme de G inclus dans N dont on note h’ l’algebre 
de Lie. Au morphisme d’algebre suivant 
H/H’ x G --) G/H’ 
(TH’, y’) -+ y’*jH 
correspond un comorphisme, not& v, de Q(G/H’) dans Q(H/H’ x G) et on 
a: 
vQ( G/H’) = Q( H/H’) x G)‘r@ d)(H). 
11.23. LEMME (Hypothese de 11.2). Soient cp un homomorphisme G-kqui- 
variant de Q(G/H’) d ans Q(U(g)IZ) et J’= 7~ ‘(U(g)lZcp(m~~J n WI’) 
l’idt!al induisant Z grcice ri cp’. Alors cp’ I QCc,H, coiizcide avec cp si et seulement 
si l’on a: 
J= n yU(b)J’. 
YGH 
En particulier quelque soit cp’, I est induit par nTEH yU(b) J’ g&e ci 
Q(GIW. 
Soit 2’ le noyau de 710 cp’; c’est un Q(G/H’)-module de U(g) @ Q(G/ZZ’) 
et on a (cf. I.16 et 11.13(i)): 
(*I cRQ(G, = P ‘(U(g) JO Q(G)) 
(**) d’Q(G) = P ‘(U(g) J’O Q(G)). 
Considerons lees six assertions suivantes: 
(1) J= ClyeH YU(~) J 
(2) u(g) J= cI,,H YUM J 
(3) Wg)JOQ(G)=n,,H (adOA)(y)(U(g)J’OQ(G)) 
(4) fQ(G)= n,.H(id@A)(Y) cY’Q(G) 
(5) 9=%‘n(U(g)OQ(G/H)) 
(6) cp’ I Q(G/ff) = rp. 
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On sait que (1) et (2) sont tquivalentes, grace au theoreme de Poincare- 
Birkhoff-Witt. On sait que (2) est equivalente a (3) en remarquant que les 
deux membres de (3) sont invariants par (id @ T)(G) done engendrts par 
leur intersection avec U(g) (cf. I.2 applique a (Id @ T)(G), au lieu de 
(id@f)(H)). L’equivalence de (3) et (4) resulte de (*) et (**) et du fait que 
p entrelace (id@ A)(H) et (ad 0 A)(H). L’tquivalence de (4) et (5) resulte 
de I.2 et celle de (5) et (6) de definitions de ,$J et f’. D’oti la premiere par- 
tie du lemme; la deuxieme en resulte si on detinit cp par = cp’ 1 CQ(G,Hj. 
11.24. DEFINITION (cp-compatibilitt) (Hypothese 11.22). Soient cp’ un 
homomorphisme G equivariant de Q(G/H’) dans Q( U(g)/Z)“QcGi”’ et $ un 
homomorphisme H equivariant de Q(H/H’) dans Q(U(h)/J). On dit que II/ 
et cp’ sont cp-compatibles si l’on a: le diagramme suivant est commutatif: 




IJ 0 id 
Q( U(g)/z)~'Q(GIH" =. .e,- ’ Q(WYJ)O Q(G) 
(La deuxieme ligne est bien delinie d’apres 11.19.) 
Remarquons que v est Q(G/H)-lineaire ainsi que $@id; comme 
‘pWg)J=pv ~ ‘1 i o nCG,Hj comcide avec cp d’apres I.19 on voit que l’on a: 
cp I Q(G/W = cp 
On renvoit a II.27 pour l’existence de tel couple cp-compatible. 
11.25. LEMME (hypotheses et notations de II.22 et 11.24). Sent rp’ un 
homorphisme G-Pquivariant de Q(G/H’) dans Q( U(g)/Z) et 1+5 un homomor- 
phisme H-equivariant de Q(H/HI) dans Q(U(lj)/J). On suppose que cp’ et $ 
sont cp-compatibles. On note J,, et J, les idiaux de U(b’) dtiterminks par cp’ 
et $ et induisant I respectivement J gr&e d Q(G/H’) respectivement 
Q(H/H’) (i.e., J,, = U(b’) n n-‘(( U(g)/Z) cp’(m(,,) et J,,, = U(l)‘) n n’+’ 
((U&)/J) Il/(mcw,)) oli TC’ est l’application naturele de U(lj) dans Q( U(I))/J) 
et m;,,, l’idkal de Q(H/H’),,., ensemble des fonctions nulles en (H’)). Alors 
on a: 
J,,= J,. 
En plus des notations de l’enonce du lemme, on pose: 
da, = Ker 7~’ @ II/ c U(h) 0 Q( H/H’). 
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On plonge Q(U(IJ)/J) dam Q(U(t,)/J@Q(G)) et on voit que 
yti @eCH,HCj Q(H/H’ x G) est le noyau de l’application 
~‘63 $ @id: U(b)@ Q(H/H' x G) -+ Q( U(b)/JO Q(G)). 
Tensorisant a gauche par le U(t))-module lidelement plat u(g), on obtient 
la suite exacte: 
(*I 0 + U(g) 0 u(b) A$ Oa(H,H,, Q(H/H' x G) 
+ U(g)@ Q(H/H’x G) + U(g) 0 c,(h) Q(U(b,/J@ Q(G),. 
Rappelons l’existence du diagramme commutatif suivant: 
WI) A U(g) 0 Q(G) 
(**I 
I I 
id 0 Id 
Wg)/l 6 U(g) @u(h) (U(t,)IJOQ(G)) 
Grace a 11.19, on sait que la deuxieme ligne se prolonge en 
P+: (u(g)/4 & - u(g) Ouw Q(WJ)IJOQ(G)) 
et p+ est un homomorphisme de &-modules a droite. 
Le diagramme de 11.24, donne a partir de (**) le diagramme commutatif 
suivant: 




(u(g)l~) !&, c ‘+ b u(g) @u(h) Q(U(h)JOQ(G)) 
Grace a (*), on connait le noyau de la deuxieme fleche verticale, d’ou: 
(***)K~~(~~O’)=(~~~~)~‘(U(~)O,(~,~~O~(~,~.~Q(H/H’~G)). 
On veux maintenant utiliser les notations h et # de I.4 avec V= U(g), mais 
ttant don& l’existence de deux couples (G, H’) d’une part et (H, H’) d’au- 
tre part on note # par 0, dans le premier cas et par 0, dans le deuxieme 
cas (h = 0,’ ou 0,‘). D’apres I.16 (en fait d’apres les definitions) on a: 
U(g) J,+,, = 0, Ker(rc 0 cp’) 
U(g)J,=o,(U(g)O,,h,~~). 
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Admettons la formule calculant 0; l0, de 11.26, on obtient alors le lemme 
grace a (***). 
11.26. LEMME. Calcul de 0; l0, (notations prek!dentes, y compris celles 
de la dimonstration de 11.25). Soit M un sous-Q(H/H’)-module de 
U(g) @ Q(H/H’) qui est (ad @ r)(H)-stable, alors O,(M) est un sous-espace 
vectoriel ad H’ stable de U(g) et l’on a: 
@,‘O,(M)=(j.@v)-‘(MQ(H/H’xG)). 
Notons ici p par pc (resp. pH) l’automorphisme p relativement a G 
(resp. H) 
PH: U(g) 0 Q(H) -+ U(g) 0 Q(H). 
Par definition (cf. I.4 et 1.5) on a: 
Q,(M) = PAMQ(G)) n U(g) 
MQ(G) = PLH'(@,(W 0 Q(G)). 
On note p @ v par d, v0 le comorphisme de l’application multiplication un 
peu permutee H x G -+ G ((y, y’) + y’y), d, l’homomorphisme (p 0 v,), i.e., 
4,: U(g)@ Q(G) -+ U(g)0 Q(Hx ‘3. 
On prolonge pLH par extension des scalaires Q(H) + Q( H x G) en: 
P~H: U(g)OQ(HxG)+ U(g)OQ(HxG). 
On a le diagramme commutatif suivant: 
u(g)@ Q(G/W - U(g)0 Q(G) - u(g) 0 Q(G) 
I 4 1 id@vo 
U(g)@Q;HIH’xG) - U(g)&(HxG) ---fL WdWx G) 
(la commutativite du carre de droite rtsulte de l’associativite de l’operation 
de G sur U(g)). 
On a: 
PHWQ(G x HI) = O,(M) 0 Q(G x H) 
et 
(idOv&‘(O,(M)@Q(GxH))=@,,(M)@Q(G). 
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D'Oh 
~~‘(MQ(H/H’~G))=~L,‘(O,(M)OQ(G))~(U(~)OQ(GIH)) 
= 0, l O,(M), 
par definition de 0,. D’ou le lemme. 
11.27. LEMME. “Determination mutuelle des composantes d’un couple 
cp-compatible” (hypotheses notations de 1.22). 
(i) Soit cp’ un homomorphisme G-equivariant de Q(G/W) dans 
Q( U(g)/I) prolongeant cp, alors il existe un unique homomorphisme H equi- 
variant note $ de Q(H/H’) dam Q( U(h)/J) tel que cp’ et I,$ soient cp compati- 
bles (notant J’ = U(b’) n 71~ ‘( U(g) cp( m(n,,)) $ cokcide avec l’homomor- 
phisme ‘puChjJ’ de I.1 1 oti on remplace U(g) par U(b)). 
(ii) Soit II/ un homomorphisme H-Pquivariant de Q(H/H’) dans 
Q(U(t,)/J), alors il existe un unique homomorphisme G-Cquivariant, note cp’, 
de Q(G/H’) dans Q(U(g)/Z) tel que cp’ et $ soient cp-compatibles (notant 
J’ = U(f)‘) n 7t’-‘( U(l))/J$(m’ (no))) (cf II.25 pour la notation) cp’ coincide 
avec l’homomorphisme ‘puCsjY de 1.11). 
On adopte les notations Q, et cl, de 11.24. Remarquons v et ,C, sont des 
homomorphismes de Q(G/H)-algebres. On fait done des extensions en 
morphisme de Q( G)-algebres 
v+: Q(G/H’ x GIH G) + Q(WH’ x G) 
PL,f :Q@, OQw,j Q(G), 2 Q( WYJO Q(G)). 
Remarquons que v + est le comorphisme de l’application 
HJH’ x G -+ G/H’ x a/n G 
(VH’, Y) --+ (YTH’, Y 1. 
11 en rtsulte que v+ est un isomorphisme d’algebres entrelacant (r@ T)(G) 
et (id @ T)(G). D’apres II.19 on sait que pL,t est un isomorphisme d’algebres 
entrelacant (ad 0 T)(G) et (id 0 T)(G). 
(i) On suppose que cp’ est donnt. D’apres la definition 11.24, si $ 
existe il doit rendre commutatif le diagramme suivant: 
(*) 
Q(G/H’ X./HG) y+ Q(WH’x G) 
q’@id ILc31d 
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Remarquons que 
(cp’@id)ov+-’ 
d’apres le debut de la demonstration f: b,’ 0 
est un homomorphisme d’algebres, id 0 r-Cquivariant. D’oh 
fQ(H/H’)= Q(U(~,/JoQ(G))(id~,)(G)= Q(U(IJ)/J). 
D’ou l’existence et l’unicite de II/. La fin de (i) resulte de II.25 et 1.19. 
(ii) Supposons que I,+ soit don&; on reprend le diagramme (*) de la 
demonstration, on sait que f: p,’ -’ o (+ 0 id) 0 v + est un homomorphisme 
d’algebres. On veritie sur les definitions que v + entrelace (id @ d)(H) et 
TO d(H) et on sait que fi,’ entrelace (id@ A)(H) et ad@ A(H). Comme $ 
entrelace, par hypothese, T(H) et ad(H), on voit que f entrelace 
(id 0 A)(H) d’oh: 
fQ(GIH’) = Q@, OQ(c,H) Q,(G))(id@d)(H)= 0,. 
D’oh l’existence et l’unicite de cp’. La fin de (ii) rtsulte de II.25 et .19. 
11.28. PROPOSITION. “TransitivitP de l’induction grcice aux fonctions.” 
Soient I un idkal semi-premier, G-stable de U(g) et H et H’ des sous-groupes 
fermPs de G. On suppose que H’ est inch dans H (on note t, et b’ les alg& 
bres de Lie de H et H’). Soient J et J’ des idkaux de U(b) et U(I)‘) respecti- 
vement, H et H’ stables respectivement. Alors les deux assertions suivantes 
son t Pquivalen tes: 
(i) I est induit par J’ grace ci Q(G/H’) et I’on a: 
(ii) I est induit par J grcice ci Q(G/H) et J (qui alors est H-rationnel) 
est induit par J’ g&e h Q(H/H’). 
Supposons que les hypotheses de (i) sont veriliees. Avec les notations de 
I.1 1 (cf. aussi 1.15) on pose: 
v’ = VU(g)./ 
9 = q’ 1 Q(G/H). 
Grace a 1.23 et a la derniere hypothese de (i), on sait que l’ideal determine 
par cp et induisant Z grace a Q(G/H) coincide avec J. Utilisant 11.27(i) on 
determine $ tel que cp’ et $ soit p-compatible et il resulte alors de II.25 que 
J est induit par J’ grace a Q(H/H’); i.e., (ii). 
Supposons maintenant que les hypotheses de (ii) soient satisfaites. Avec 
les notations de I.1 1 (cf. aussi I.1 5) on pose 
v+ = ‘PU(~)J. : Q(H/H’) + Q(U(h)lJ) 
cp = VU(~)J : Q(G/W + Q(%-dlJ,. 
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Grlce A 11.27(ii), on dttermine cp’ de tel sorte que cp’ et $ soient cp-compati- 
bles et il rCsulte de II.25 que I est induit par J’ grdce ti Q(G/H’). De plus, 
comme on l’a vu $ la fin de II.24 on sait que cp’ prolonge cp et on obtient la 
dernikre propri& de (i) grlce A 11.23. 
11.29. COROLLAIRE. Soient I un idkal G-rationnel de U(g) et J un idgal 
H-rationnel de U(b), on choisit un idPa rationnel (i.e., primitiS) not& J’ de 
U(b), vkrifiant fiyeH yJ’ = J et on note H’ le sowgroupe de H stabilisant J’. 
Alors les assertions suivantes sont Pquivalentes. 
(i) I est induit par J grcice Li Q(G/H), 
(ii) I est induit par J’ gr&e ri Q(G/H’). 
C’est une application immtdiate de 11.28, grlce A II.2 qui donne l’hypo- 
thkse manquante. 
11.30. PROPOSITION (cf. [M-R 1, 4.71, Thtorie de Mackey). Soient Z un 
id&al G-rationnel de U(g) et t un idial G-stable de g. Alors il existe un 
unique, ci G-conjugaison prt%, idPa primitifde U(t), not6 M, tel que l’on ait 
u(t)d= n ye. 
j’ t G 
Notons H le sous-groupe fermi de G stabilisant M; alors il existe un unique 
idial H-rationnel, not6 J, de U(b) vtr@ant 
et l’on a: 
?EG 
Jn U(t)=M 
J= ((I+ U(g) Ml n W)L,,, 
la cldture se faisant par rapport au non diviseur de 0 de U(t)/Zn U(t). De 
plus, Z est induit par J grcice ri Q(G/H); les homomorphismes yvceJJ et (pM 
coikcident et ont pour image le centre de Q(U(t)/iW) (cJ: I.11 pour les nota- 
tions). 
Tenant compte de [M-R2, 2.41 et de II.4 la seule chose A dCmontrer est 
que Z est induit par J grAce A Q(G/H) et que ‘pvCsjJ coincide avec (pM (on 
plonge Q(U(t)/Zn U(t)) dans Q( U(g)/Z)). On pose cp = ‘p,,, et on dCfinit J,,, 
par J, = ~‘(U(g)/Zq~(rn(,,)); d’aprbs I.19 on sait que Z est induit par J, 
g&e 6 Q(G/H) et appliquant I.19 g A4 (i.e., M=nP’(U(f)/Zn 
U(t) cp(m(,,))) on voit que I’on a: 
J,n U(t)=44 
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et avec II.13 
J, = Wd(J, n WI)) 
J, n U(h) est ZZ-rationnel 
d’ou par unicite, on obtient l’egalte de J, n U(h) et J d’ou la proposition. 
11.31. LEMME DE D~PLACEMECNT. Soient Z, t comme en II.29 et on suppose 
ici que t est I’algtbre de Lie dun sowgroupe fermt! distinguk not& T de G. 
Soient en outre un sow-grope ferm.4 note H’ de G et J’ un idial H’ stable de 
U(f)‘) (fj’ = Lie H’). Alors les deux assertions suivantes sont kquivalentes: 
(i) Z est induit par J’ grcice ci Q(G/H’). 
(ii) On note J+ = n YET yU(b’ $ t) J’; Ji est un idkal H’T-rationnel et 
il existe un id&al primitif notP A4 de U(t) vPrifiant 
(7 yM=Zn u(t) 
yeG 
n yM= J+ n U(t); 
YEH’ 
on note H = Stab, M et on a: 
J+ est induit par J’ grcice h Q(H’T/H’) 
I, := ((I+ U(g) M) n U(tj)),,,, est induit par 
J&:=(J++U(t)‘+t)MnU((b’+t)nt))),,,,grcice ri Q(H/HnH’T). 
(La premike clfiture resp. deuxiime est prise par rapport au non diviseur de 
0 de U(t)/Zn U(t) (resp. de U(t)/J+ n U(t)).) 
Supposons que l’hypothese de (i) est veriliee; grace a la definition de J+ 
les hypotheses de 11.28(i) (ou l’on fait H = H’T et J= J+ ) sont verifies, 
d’ou Jf est H’T rationnel (cf. II.lS(iv)) et J+ est induit par J grace a 
Q(H’T/H’). De plus on a: 
I= n md J 
7EG 
d’ou 
In U(t) = n y(J+ n U(t)) 
YE0 
Avec II.4 applique a J+ et H’T au lieu de Z et G, on obtient l’existence d’un 
ideal primitif note M de U(t) veritiant: 
J’nU(t)= n ykf 
7tH’ 
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et avec l’egalite preddente, on a aussi 
In U(t)= n yM. 
‘, t G 
D’apres 11.30 applique a J+ et H’T au lieu de I et G, on sait que J+ est 
induit par J; grace a Q(H’T/H n H’T). Les hypotheses de 11.28(ii) (oti l’on 
fait H = H’T, H’ = H n H’T, J= Jt et J’ = J&) sont veriliees; d’oti I est 
induit par JL grace A Q(G/H n H’T). On pose maintenant 
Les hypotheses de 11.28(i) sont maintenant verifites si I’on fait 
H’ = H n H’T et J’ = J$ d’oti I est induit par J grace a Q(G/H) et J est 
induit par J,& grace A Q( H/H n H’T). Remarquons que l’on a: 
Jn U(t)= n y(U(t)) JLn U(t))=M 
;‘t H 
et 
(puisque I est induit par JL) d’oti par unicitt en 11.30, on a l’egalite de J et 
I, ce qui termine la verification de (ii). 
Supposons que les hypotheses de (ii) soient verilites et prouvons (i). La 
methode est analogue a celle qui precede pour essayer de clarifier notons la 
situation suivante “un ideal West induit par un ideal W’ grlce a Q(Z/Z’)” 
par le symbole suivant 
oh m E N ne fait que reperer cette fleche et regardons le dessin 
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On a: 
l 1 est vrai par 11.30 et 2 par hypothese d’oti 3 par 11.28(ii) =S (i) (ici 
H’=HnH’T, J=I,, J’=&,); 
l 4 est vrai par 11.30 applique a H’T au lieu de G d’ou 
J+ = f&w.rUW+t) JZ, et 5 resulte alors de II.23 oh l’on fait 
cp’=cpc/(g,J~ (cf. 1.11); 
l 6 est vrai par hypothese et avec 5, on obtient 7 puisque les hypotheses 
de 11.28(ii) sont vraies (si l’on fait H= H’T et H’= H’, J= J’). 
11.32. PROPOSITION. Soient H et H’ des sowgroupes fermh de G, I un 
id&al G-premier de U(g), J, J’ des idiaux H, H’ invariants de U(b), U(lj’). On 
suppose que I est induit d’une part par J g&e ci Q(G/H) d’autre part, par J 
g&e h Q(G/H’) (en abrkviation I +-G/H J; I eGJH’ J’) et on suppose aussi 
que I’image de cp UC B)J centralise l’image de (P~(~,~. Alors il existe un Pkment 
notP y de G et un ideal nott4 M de U(t) n yb’y-‘) tel que l’on ait (mdmes 
abrhiations que prtkkdemment): 
C/y H’y ’ 
I ,yJ’y -1 
G,‘H 
I T  
yH’y’/HngH’y 
H/H n yH’;s - ’ 
J-M 
On note A la sous-algebre commutative semi-simple (i.e., produit de 
corps) (necessairement G-stable) engendree comme sous-algebre semi-sim- 
ple par (p,(G/H) et (pJ(G/H’). On choisit grace a Z, un sowgroupe fermt 
note K de G et un homomorphisme note $, G-equivariant de Q(G/K) dans 
Q(U(g)/Z). On peut (en conjuguant Cventuellement K) supposer que 
II/ ~ ’ 0 qJ corresponde a l’inclusion de H dans K et trouver un element y de 
G tel que I+$ -’ 0 ‘pY corresponde a l’inclusion de H’ dans y - ‘Ky. Ainsi vu la 
definition de A il devient necessaire que K coincide avec H n yH’y -‘. 
Notons M l’idtal de U(t) n yh’y ~ ’ ) definit par I,+ et induisant I grace a 
Q( G/H n yH’y -I). Comme la restriction de $ a Q( G/H) (resp. 
(G/HnyH’y-‘)) est ‘pJ (resp. (pYJyml) on a d’aprts II.23 
et la proposition resulte alors de 11.28(i) + (ii). 
11.33. COROLLAIRE. Soient I un idPal G-rationnel de U(g), H un sous- 
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groupe ferme de G et J un ideal H-stable de U(b). On suppose que I est induit 
par J grace a Q(G/H) et que J est un ideal rationnel (i.e. primitif de U(b)). 
Soit K un sous-groupe ferme de G contenant H et &rifiant K = PH. Alors le 
plus grand ideal bilatere de U( f ) inclus dam U(f) J, i.e., I’ := f17:, t K y U(f) J 
est un ideal primittf de U(T) (01; f = Lie K). 
D’apres II.28 et II. 18 on sait deja que I’ est un ideal K rationnel de U(T) 
et que I’ est induit par J grace a Q(G/K). Soit J’ un ideal primitif de U(f) 
tel que I’ soit induit par J’ grace a Q(K/Stab, r) (cf. 11.2). 
On sait, d’aprb la construction explicite de 11.2, que ‘pJ, a son image 
incluse dans le centre de Q(U(r)/I’). On peut done appliquer II.32 en rem- 
placant I par I’ et G par K. Soient y, M comme en II.32 et remarquons 
aussi que l’algebre A de la demonstration de II.32 est une extension 
algebrique finie de cpJ( Q( K/H)). En particulier H/H n yH’y ’ est un groupe 
tini et on a 
J= n 6M. 
6tH!‘7N’y ’ 
Comme J est primitif par hypothese cela entraine que M= J et 
H=yH’y~ ‘. D’oti 
OH? ’ = KQH/H 
g;, 1 est H-stable 
et Ton a 
I’= n ?i’~y--‘=y~y-~. 
;’ E e 
Comme J’ est primitif il en est de meme de I’ (qui d’ailleurs coi’ncide neces- 
sairement aussi avec J’) d’oh le corollaire. 
III 
111.1. Dans ce chapitre, on s’interesse a la construction de sous- 
algebres commutatives semi-simples, G-stables, dans l’anneau des fractions 
dun quotient primitif de U(g). Utilisant des resultats de Joseph et Tauvel, 
on traite d’abord le cas od G est reductif ou unipotent puis utilisant les 
mtthodes de Duflo, on donne pour G quelconque, des conditions suffkan- 
tes pour, un ideal G-rationnel I de U(g) etant fix&, qu’un sous-groupe fermt 
H de G permettre la construction d’un homomorphisme injectif et G-equi- 
variant de Q(G/H) dans Q( U(g)/l). Dans tout ce chapitre, I est un ideal 
G-rationnel tixt de U(g). Pour les algebres de Lie nilpotentes, on note 
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Z,( ): g* + Prim U(g) l’application de Dixmier. On introduira en III.12 la 
notation de Duflo I& 5). En outre soit h l’algebre de Lie dun groupe 
alglbrique H, alors on note “lj l’algebre de Lie du radical unipotent de H. 
On dit que ‘h est le radical unipotent de h. 
X11.2. Ici on suppose que G est reductif. Soient H un sous-groupe 
ferme de G et cp un homomorphisme injectif et G-Cquivariant de Q(G/H) 
dans Q( U(g)/l); on note J l’ideal determine par cp, tel que I est induit par J 
grace a Q(G/H). Grace a 11.29, on choisit un ideal primitif de U(h), note J’; 
vtriliant 
J= n ?J 
L‘tH 
I est induit par J’ grace a Q(G/H’) ou H’ est le sous-groupe de 
H stabilisant J’. 
D’apres 11.33, on sait que le plus grand ideal bilatere de U(g) inclus dans 
U(g) J’ est primitif et d’apres [J, 4.53, cela entraine que l’on a: 
( 1) IJ (qui est I’algthre de Lie de H et de H’) est une sous-algebre 
parabolique de g. 
On aura aussi besoin du lemme suivant et surtout de son corollaire: 
LEMME. On suppose que G est irreductible et reductif Soient P un sous- 
groupe parabolique de G dont on note p I’algtbre de Lie et 1% un caractere de 
p. On note M,(2) le module de Verma ghneralish et L := L(M,(n), M,(A)) la 
sous-alghbre des endomorphismes de M&i.) sur laquelle g optre de ,fagon 
localement fini. Alors tout element de Q(GjP),r,, note,f, defini naturellement 
un endomorphisme de M,(i.) note D, verlfiant: 
(i) D,(i) =f(P/P) (ou i est le genhrateur canonique de M,(i)), 
(ii) Drdu) = X0,(u) - D,(Xu), V’XE g, u E M,(%), 
(iii) D, E Fract L. 
Soit fun element de Q(G/P),,, (i.e., une fonction rationnelle de G/P dtfi- 
nie au point P/P) et u un Clement de U(g). On note c la comultiplication de 
U(g), i.e., l’homomorphisme d’algebres c; 
Ud -+ %-do m3) 
c(X)=X@1+10X, V’XE!? 
et on tcrit c(u) dans U(g)@ U(g), sous la forme suivante: 
368 MOEGLIN ET RENTSCHLER 
Soit ” I’antiautomorphisme principal de U(g), c’est-a-dire l’unique anti- 
automorphisme de U(g) qui envoit XE g sur - X. On pose 
D;.(u) = c u,(r(a;)f(P/P). 
On a pour tout element X de g: 
(**I 
DJUX) = D;(u) x- 1 uif(Xii;)f(P/P), 
DXXU) = XD;cu) -D&.(u). 
Ainsi soit X un element de p, on a, pour tout u E V(g): 
D;(u(x- i(X))) = Di.(u)(X- l.(X)), 
puisque T(X)(f(v)f)(P/P) = 0, Vu E U(g). 
Cela montre que 0; dtlinit naturellement un endomorphisme note Df de 
M,(2) et clairement, d’apres ce qui precede, (i) et ii) sont satisfaits. Prou- 
vons (iii). 
On remarque que G/(P, P) est une variete quasi-affine et on choisit des 
elements notes m et n de A(G/(P, P)) tels que l’on ait: 
f‘=mn ’ 
n((p, P)l(P, PI) Z 0 
m et n sont des semi-invariants de m&me poids note v pour faction du tore 
P/(P, P) agissant par la representation reguliere droite. (On considere 
naturellement v comme un caractere de P et un poids du tore P/(P, P) 
dans une sous representation de dimension finie de la representation regu- 
like droite de G dans A(G)). On dttinit Dl, et 01, par la formule (*) (en 
remplacant P/P par (P, P)/( P, P)) et on verilie comme plus haut que Dl, et 
LI:, dttinissent naturellement des endomorphismes notes 6,,, et fi,, de M,(i) 
dans M,(i - v) (ici on utilise, V’tl E U(g) 
uJxr(u) J’N(P, MP> P)) = - (mmf(u)f’)((p> P)l(P> P)) 
= - v(Jx~(u)f“)((P, P)l(P> PI) 
oli f’=m oun). 
Utilisant (**) et le fait que G agit rationnellement dans A(G/(P, P)), on 
voit que b, et 6,, sont G-finis, i.e., avec les notations traditionnelles, sont 
dans L(M,(I), M,(I - v)). On verifie comme dans [B-D, 5.81 que 
L(M,(/Z - v), M,(2)) est non nul; soit done S un de ses elements non nuls. 
On a alors: 
&,,=b,,=&,D, dans L(M,(A), M,(i- v)), 
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d’apres les formules (* ); d’ou, dans L(M,(I), Mv( A)) 
sDm = S(B,Df) = (SD,) D./ 
En tant qu’algebre d’optrateurs differentiels tordus (cf. [D2], par exemple) 
L{M,(;1), M,(A)) est une algebre integre et done D,= (SD,) ~ ‘(Sbm), i.e., 
(iii). 
COROLLAIRE (G irrtductible reductif). Soient I un id&al primitif de U(g), 
P un sous-groupe parabolique de G don? on note p I’algPbre de Lie et k un 
caracthe de p. On prolonge ;i en un caractt?re de U(p) don? on note J le 
noyau et on suppose que I’on a: I = n, E G y U( g) J. On suppose en outre que 
soit Q( U(g)/Z) coi’ncide auec Q( L(M,(A), M,(A))) soit que P est un sous- 
groupe de Bore1 de G, alors I es? induit par J grcice ir Q(G/P). 
I1 semble deja connu que si P est un sous-groupe de Bore1 de G alors 
l’application naturelle de U(g)/Z dans L := L(M,(A), M,(A)) est surjective. 
Cela est dtmontre dans [C, 6.91 si E, est antidominant; si 1. est quelconque 
suivant [D2] (et en algtbrisant sa demonstration pour se debarrasser de 
l’hypothese “3. est la differentielle d’un caractere de p”) on identifie L a l’al- 
gebre des operateurs differentielles tordus D j.( G/P) globalement definis. 
D’apres [V, 3.9 et 2.151 les multiplicites des representations de G dans 
D,(G/P) sont independantes de 1 dans son orbite sous le groupe de Weyl; 
cela et le resultat de [C] precite prouve done que U(g)/Z s’envoie isomor- 
phiquement dans L saris hypotheses sur i autres que “I est induit par J.” 
Supposons done que Q( U( g )/I) coi’ncide avec Q(L). Le lemme precedent 
fournit un homomorphisme note cp:f+ D,, G equivariant (cf. ii)) de 
Q(G/P) dans Q( U(g)/Z) verifiant (cf. (i)) 
v(f) -.f(P/f’) E U(g) J. 
Notons J’ l’ideal de U(p) defini par cp et induisant I grace a Q(G/P); (i.e., 
J’ = U(p) n C’U(g)/I~(m ,p,), cf. I.19 et 11.18(i)). D’apres ce qui precede 
on a l’inclusion de U(g) J’ dans U(g) J (i.e., J’ c J) et d’apres II.l8(iv), on 
sait deja que J’ est P-rationnel (ici comme P est irreductible J’ est primitif). 
Admettant momentantment la remarque qui suit, on voit que J’ est 
meme maximal dans Prim U(p), d’ou l’egalite de J’ et de J qui termine la 
demonstration. 
Remarque (G reductif, H sous-groupe ferme de G). Soient I un ideal G- 
rationnel de U(g) et J un ideal de U(l)) tel que I soit induit par J soit grace 
a Q(G/H) soit par J primitif dans U(6). 0 n note “h le radical nilpotent de h 
et l’on a: 
Jn U(Ub) = U(‘fj) “9. 
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Quelle que soit I’hypothese, on sait que h est sous-algebre parabolique (cf. 
(1)) de g et que J est un ideal H-rationnel (cf. II.l8(iv)). On choisit 
(cf. 11.4) un ideal primitif, note J,, de U(“lj) tel que l’on ait: 
n y~,=~n u(q). 
yi?H 
On note H’ le stabilisateur de J, dans H. 
Avec [M-Rl, 4.71, on choisit un ideal H’-rationnel note J’ de U(h’) veri- 
liant: 
J’n U(“b)=J, 
J= n yU(b)J’. 
7tH 
Ainsi I est induit par J’ et done h’ est une sous-algebre parabolique de g. 
Soit f un element de “h* tel que J, soit l’image de f par l’application de 
Dixmier, alors, par delinition de h’, on a: 
b’ = b’(f) + “b = b’(f) + “6’. 
En particulier il existe un tore maximal de g inclus dans h’ qui stabilisefet 
cela impose que f soit nulle (en effet on peut prolonger f en un element de 
g* de telle sorte que par Killingf s’identilie a un element du radical unipo- 
tent de la sous-algebre parabolique de g “opposee” a h; cet element com- 
mutant a un tore maximal et etant nilpotent est nul). 
111.3. PROPOSITION. On suppose que G est un groupe nilpotent (en parti- 
culier irrtductible) et on note s2 la G-orbite de g* image rkciproque de I par 
l’application de Dixmier. Soit H un sowgroupe fermk de G; alors les condi- 
tions suivantes sont Pquivalentes: 
(i) il existe un id&al not& J de U(t)) tel que I est induit par J g&e ci 
Q(G/Wt 
(ii) il existe un klkment not4 f de Sz et une polarisation de f incluse 
dans Lie H (=:b). 
De plus si (i) est vPrifii, on note A(G/H) l’ensemble des fonctions globale- 
ment dkfinies sur G/H et (p,(A(G/H)) coi’ncide avec q,(Q(G/H)) n U(g)/& si 
(ii) est v&$2 on peut prendre J= I,,(f,,) dans (i). 
Ce rtsultat a tte demontre sous une forme ltgerement differente dans 
[Dl 1. Rappelons d’abord le resultat de [T, 1. prop]: soit f un element de 
g* et p une polarisation de f on note pr le sous-espace vectoriel ensemble 
des elements X-f(X) oti XE P; alors U(g)/U(g) pf est une representation 
irrtductible de U(g) pour laquelle l’ensemble des endomorphismes G-finis 
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(i.e., la sous-algebre de End U(g)/U(g) pr sur laquelle g opere de facon 
localement nilpotente) coincide avec U(g)/Z,(f) (multiplication a gauche). 
11 est facile de verifier A la main mais on peut aussi utiliser [V, 6.53, que la 
sous-algebre de Q(U(g)/Z) ensemble des elements G-finis opere dans 
U(g)/U( g) p/ et done d’aprb ce qui precede coincide avec U(g)/Z. 
Supposons que (i) soit verilit; alors cp,(A( G/H)) est inclus dans l’ensem- 
ble des elements G-finis de Q( U(g)/Z) et done avec ce qui precede (puisque 
l’application de Dixmier est surjective) on a 
v.,(A(GIW) E u(g)lZn cp.,Q(G/W 
L’inclusion reciproque est Claire puisqu’un sous-espace vectoriel de dimen- 
sion linie G-stable ,de Q(G/ZZ) est necessairement inclus dans A(G/H). 
Choisissons un sous-espace vectoriel note M de A(G/H), stable par G de 
dimension linie et engendrant A(G/H) en tant qu’algebre. Comme m est 
g-stable, on dtlini une algebre de Lie, notee g+, en faisant le produit semi 
direct de g par m (ou m est considtre comme algebre de Lie abelienne). 11 
est clair que les applications tvidentes de g et m dans U(g)/Z se prolongent 
en un homomorphisme d’algebres surjectif de U( g + ) dans U(g)/Z; on note 
I+ le noyau de cet homomorphisme. Remarquons que g+ est encore une 
algebre de Lie nilpotente dont on notera G+ le groupe adjoint algebrique. 
Comme le centre de U(g)/Z est rtduit aux scalaires, il en resulte que I+ 
est un ideal primitif de U(g + ) et on note !2 + la G + -orbite du dual de g + 
image reciproque de Zc pour l’application de Dixmier. On pose: 
L=Z+ n U(m). 
11 est clair que L est le noyau de l’application naturelle de U(m) dans 
A( G/H). On note Z,, l’ideal maximal de U(p) contenant L et tel que L, /L 
s’identifie aux fonctions sur G/H nulles au point H/H. On a: 
n yL,=L. 
?JtG 
I1 existe done dans 52 +, un element note f + tel que la restriction de f + A m 
prolongee en un caractere de U(m) ait pour noyau L,. On a done: 
b+m={~~9+lXY$,=f&) 




P; = {X-f '(W I xEP+} 
Pr= {x-f(x) I XEP). 
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On a par definition de I+ puis de f + et p + : 
If n U(g)=Z 
I+= n m+hf= n w3+h; 
i.EG+ YEG 
d’oh 
I= n YU(g)Pp 
;.EG 
Soit Z(f) l’ideal primitif de U(g) associe a f par l’application de Dixmier; 
alors, d’apres [Di, 6.4.31, Z est inclus dans Z(f) et puisque Z est primitif 
done, ici, maximal, ces deux ideaux co’incident. D’autre part, on a: 
dimg/p=dimg+/p+ =fd(U(g)/Z+)=+d(U(g)/Z). 
Cela entraine que p est une polarisation def: D’oli (ii). 
Reciproquement, soient H un sous-groupe ferme de G et f un element de 
g* tel que h contienne une polarisation de A notee p. On note P le sous- 
groupe de G d’algebre de Lie p; il est inclus dans H et on pose: 
p/= {x-f(w I XEP) 
M, = mlW(g) P/ 
A (G/P) = { fonctions globalement definies sur G/P}. 
A tout element a de A(G/P), on associe un endomorphisme k-lineaire de 
U(g) note D, par la definition suivante, inductive sur la filtration naturelle 
de u(g): 
D, u = ua( P/P) si uek 
D,(XQ) = xD,(u) + D,m,(u), XE g, u E U(g). 
Soit X un Clement de p, on a pour tout element a de A(G/P) 
(T(X) Q)(P/P) = 0 
d’od 
vu E U(g), D,(uJ’) E u(g) X 
D, 0) P/ = u(g) or. 
De plus soit X un Clement de g et u un element de U(g), on a: 
(2) JfD,(u) - D,(JJu) = D,,,,(u). 
SOWS-CORPS G-STABLES 373 
Ainsi il existe un homomorphisme lintaire, note D, de A(G/P) dans 
End y, compatible a l’action de g; il est facile de verifier que D est un 
homomorphisme d’algebres. De plus tout espace vectoriel de dimension 
linie de A(G/P) da pas d’idtaux stables par g et avec (2) que D est injectif. 
Grace a [T] et le fait que G agit rationnellement dans A(G/P), (2) montre 
aussi que l’image de A( G/P) par D est inclus dans U(g)/Z. Restreignant D A 
A(G/H) et tenant compte du debut de la demonstration, on vient de prou- 
ver l’existence de cp. Montrons que pour ce choix de cp l’ideal de U(h) deter- 
mine par q est precisement Z&fib); et pour cela, grace a II.18 il suffit de 
demontrer que l’ideal de U(p) determine par D(A(G/P)) est U(p) p,.. Les 
localisations ne posant ici aucun probleme (tout est non diviseurs de 0) et 
Q(G/P) est engendrt par A(G/P) comme corps) d’apres 1.19, il faut demon- 
trer que I’on a: 
U9) P/= 71 - ‘( W)lW+.,)) 
ou wz(P) est l’ideal maximal de A(G/P) ensemble des fonctions nulles en 
PJP. On pose 
M= x- ‘U4cMD(~,,,)) 
M’=MnU(p). 
On sait d’apres II.lS(iv) que M’ est un ideal primitif (P est irreductible) de 
U(p) et comme p est nilpotent ii suflit de demontrer que M’ est inclus dans 
p,. On sait aussi que l’on a: 
M= U(g) M’ 
et il s&it done de demontrer que D(m(,,) c U(g) p, /I. 
Cela resulte pratiquement de la definition de D, puisque l’on a: en utili- 
sant (2) 
b’y~G, VUEA(G/P): D,(,,,(1)=4~-‘) 
d’ou 
D r(y)c4Y-% W)P,/Z 
ce qui prouve le resultat cherche en prenant pour y l’element neutre de G. 
111.4. LEMME. Soient m et f des sous-algtbres algibriques de g; on sup- 
pose que m n f est une sous-algtbre parabolique de m. Soit u un id&al de g 
inch dans ‘g; alors on a: 
(i) mn(f+u)=mnI, 
(ii) (m+I)nu=fnu, 
(iii) (m + u) n f  = (m n f) + (u n f). 
Remarquons que (i) et (ii) sont equivalents et qu’ils entrainent (iii); 
374 MOEGLIN ET RENTSCHLER 
prouvons (i). Soient M, K et U des sous-groupes fermes et irriductibles de 
G d’algebre de Lie m, f et u. Alors Mn KU est un sous-groupe ferme de A4 
contenant Mn K; comme M/Mn K est une variete complete, il en est de 
m&me de M n KU/M n K; d’autre part KU/K est une variete algtbrique 
affine (isomorphe a U/U n K) et elle contient Mn KU/MI-I K; ceia entraine 
que Mn KU/Mn K est de dimension 0, ce qui prouve (i) et termine la 
demonstration. 
111.5. NOUS allons ici rappeler la theorie de Duflo concernant les 
formes de type unipotent et la parametrisation des ideaux primitifs de U(g); 
on va donner une caracterisation Iegerement differente des formes de type 
unipotent en introduisant la notion de sous-algebres de type faiblement 
unipotent qui ressemble d’assez pres a celle de sow-algebres de type unipo- 
tent don&e par Duflo. 
Soit f un element de g*; alors d’apres [Du, 1.101 f est de type unipotent 
(i.e., f appartient a gT,) si et seulement si il existe une sous-algebre 
algebrique notee b de g avec les proprietes suivantes: 
(bl) b=g(f)+“h; 
(b2) “bf‘3 bi; 
et si de plus ,f verifie la propriete suivante: 
(a) la restriction de f a toute sous-algebre reductive de g(f) est nulle. 
Les conditions (bl ) et (b2) caracterisent les sous-algebres de type unipotent 
relativement a J On dira qu’une sous-algebre algebrique de g est de type 
faiblement uipotent relativement a ,f si elle verifie les conditions suivantes: 
(Cl) b=bng(f)+‘b 
(C2) b n g(f) est une sous-algtbre parabolique de g(f) 
(C3) "bf=,(b+df))L. 
( 1) il est clair que toute sous-algebre de type unipotent est a fortiori de type 
faiblement unipotent. 
Ces notations sont lixtes pour tout ce qui suit. 
111.6. PROPOSITION. Soit f  un tlPment de g*; alors f  est de type unipotent 
si et seulement si il existe une sous-algebre algPbrique de g not&e b de type 
faiblement unipotent relativement ri f et f s’annule sur toute sous-algPbre 
rPductive de g(f ). De plus si les conditions pr&ddentes sont remplies, notant 
UB(hb) le sowgroupe ,fermt irrkductible d’algtbres de Lie (“b)(fib), on a 
aussi: 
(C4) "B(fldf=(f+bL)nG. 
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Remarquons que (Cl ) entraine immediatement que (Ib)(fib) est le radi- 
cal unipotent de b(fib); on tcrit cette algcbre “b(jjb). 
D’aprb III.S( 1 ), on sait qu’il suffit de demontrer l’implication reciproque 
et (C4). Soient doncfet b satisfaisant a (Cl), (C2), (C3) et (a); montrons 
(C4) et quefest de type unipotent en utilisant les methodes habituelles de 
recurrence. On note ici, u le radical unipotent de g. 
1” cas: g est rkductive. Montrons que f est nulle ce qui d’apres 
[Du, 1.111 suflit et entraine que (C4) alors trivialement verilie. Le centre 
de g est inclus dans g(f) et dans b par (C2); de plus avec (a) cela impose 
que f est nulle sur le centre de g. On peut done supposer comme nous le 
ferons que g est semi-simple. La forme de Killing induit un isomorphisme 
G-cquivariant de g* sur g; on note F I’image de f par cet isomorphisme; 
d’aprcs [Du, 1.133 la condition (a) entraine que F est un Clement nilpotent 
de g; en outre F est dans le centre de g(f) et done dans “g( f ). Grace A (Cl ) 
et (C2), on sait que "g(f) est in&s dans “b; alors d’apres [H, 30.33, il 
existe une sous-algebre parabolique, notte p de g contenant b et telle que 




x .f E (b + g(f))‘. 
Utilisant (C3), on voit que x est un clement de “b + g( f ). On a ainsi prou- 
ver I’tgalitt suivante: 
P = uP + g(f) n P, 
Comme g(f) est le commutant de F dans g, l’tgalitt prccedente prouve que 
F commute a un tore maximal de p et done de g; c’est-A-dire que F est 
semi-simple (et nilpotent d’aprb le debut) done nulle. 
Pour traiter le cas od u n’est pas nul, on introduit les notations suivantes 
(valables pour tout ideal u inclus dans le radical unipotent de g): 
g’, = stabRfiLij 
91 = $3; + u, 
b; = (b + u) n g;, 
b,=b;+u(= (b+u)ng,), 
et on montre d’abord les lemmes suivants utiles pour la suite: 
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111.7. LEMME (notations ci-dessus oti b et f ne vtrilient aucune autre 
hypothbe que d’etre une sous-algebre algebrique de g et un element de g*). 
(1) La sous-algc?bre b de b + u est de type faiblement unipotent relati- 
vement a f I b + ,, si et seulement si elle est de type unipotent relativement h 
f,b+,r 
(2) La sous-algdbre b de g est de type faiblement unipotent relative- 
ment ci f si et seulement si b; est une sous-algt?bre de type faiblement uni- 
potent de g; relativement cif;,; et b est une sous-algtbre de type faiblement 
unipotent de b + u relativement Li fib + ,,. 
(3) La sous-algtbre b; de g; est de type faiblement unipotent relative- 
ment Li fisi si et seulement si b, est une sous-algebre faiblement unipotent 
relativement Li f,,,. 
Prouvons (1). On pose ici h = b + u et f' =fih et il suffit de dtmontrer 
que b(f’) = b(f ‘) quand b est une sous-algebre de type faiblement unipo- 
tent dans h pour f ‘. Sous cette hypothese, on sait que b(f ‘) est une sous- 
algebre parabolique de b(f ‘); appliquons III.4 a m = b(f'), f = 6; on 
obtient: 
b(f')=b(f')nb=b(f')n(b+u)=b(f')nb=b(f') 
d’oti le rtsultat. 
Avant de continuer la demonstration, faisons les remarques suivantes: 
On note f ‘, f, etf” les restrictions de f a g’, , g1 et b + u. En toute generalite, 
on a (cf. [Du, 1.163): 
(4) ch(fJ=a-J+s(f) 
(5) u(f,,,)f= 9, 
(6) dl(f')=s(f)+u(f,,,)=%(f,) 
(7) U(f,.) est un ideal unipotent de g; inclus dans g;(f) 
(8) 6; et 6, sont des sous-algebres algtbriques de g. 
(2) On suppose d’abord que b est de type unipotent relativement af; 
alors (Cl) entraine que l’on a: 
b+u=b(f)+“(b+u) 
(9) b’, = b(f) + “(b + u) n g; = b(f) + “b; 
=b;(f’)+“b;. 
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De plus, on a (cf. (6)) 
b; = b; n d(f’) = (b + 4 n gdh) 
= (b + u) n (g(f) + WI,)> = (b + u) n g(f) + u(.fd 
Utilisant III.4 et (C2), on obtient: 
(10) b’,(T) = (b n g(f)) + uCflll) 
et clairement avec (C2) et (6) 
(10)’ b;(f’) est une sous-algkbre parabolique de g’,(f). 
D’aprks (C3), on a: 
W-3 (b + g(f))‘; 
d’oti: 
“Wf,,,)f~ @ + u + g(f))‘. 
En restreignant d g’, , on obtient g plus fortes raisons (cf. (9) et (6)), dans 
‘*. 91 . 
(11) “b;fx lb’, + g;(f))‘. 
Ainsi (S), (9), (10)’ et (11) prouvent que b’, est une sous-algkbre de g’, de 
type faiblement unipotent relativement g f’. 
Utilisant (Cl), on obtient: 
(12) b = b(f) + “b = b(f”) + “b. 
Soit x un klkment de (b+u)(f”); on a: 
M-E (b + u + g(f))‘. 
Grhe g (C3), cela entraine que x est un kkment de “b + g(f) et avec (C2) 
et III.4 (pour la dernitke kgalitt), on obtient 
(13) (b + u)(f”) = b(f”) + g(f) n (b + u) = b(f”). 
D’aprks (C3), on a: 
W-1 @ + g(f))‘; 
en restreignant B b + u et en utilisant (13), on obtient dans (b + u)*: 
(14) 
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Ainsi (12), (13) et (14) prouvent que b est une sowalgebre de type unipo- 
tent de b + u relativement a f “. 
Demontrons maintenant l’implication reciproque de (2): la condition 
(Cl) pour b et f 0 dans b + u prouve que l’on a: 
(15) b = b(f”) + “6; 
or, on a aussi (cf. (6)): 
(16) WI-“)fc lb + u + g(f))’ = (b; + s’,(f’))‘. 
La condition (C2) pour 6; et (7) prouvent que l’on a: 
(17) “b; = WA,,). 
Utilisant alors (C3) pour b’, et f’, (5) et (17) on obtient: 
W-“I = “b’, + g(f); 
et done: 
(18) b(f”) = (“b’,)(f”) + g(f). 
Puisque (b + u)(f,.) coincide avec b;, il est clair que (“b’,)(f”) est un ideal 
unipotent de (b +u)(f”). La condition (C2) pour b et f” dans b + u 
entraine que cet ideal est inclus dans b(f”); et grace a (15), qu’il est dans 
“b; revenant a (18) et (15), on obtient finalement: 
(19) b = b(f) + “6. 
D’apres (7) (5) et (C2) pour b;, on a: 
b;(f’) = b’,(f) + u(f, I= (b + u)(f) + W,,,). 
Or (1) et les hypotheses entrainent que (b + u)(f) qui est inclus dans 
(b + u)(f”), est dans b(f”) et done dans b(f); ainsi on a: 
(20) b;(f’) = WI + W,u). 
Grace a (6) et (C2) pour b’, et f’ dans g; (20) entraine que l’on a: 
(21) b(f) est une sous-algebre parabolique de g(f). 
Soit II un element de (b + g(f))‘; d’apres la condition (C3) pour b et f” 
dans b + u, il existe un element note x de “b tel que l’on ait: 
xf-;lE(b+u)‘. 
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11 est clair que I’on a aussi: 
xf-k(g(f)+b+u)+ 
Utilisant (C3) pour b’, et f’, (5) et (17), on choisit un element note y de “b; 
tel que I’on ait: 
yf=xf-A. 
Necessairement y est un Clement de (“6; )( f “) done de “b d’apres ce qui pre- 
cede (19); ainsi y + x est un Clement de “b et l’on a done: 
(22) “bf =) (b + g(f ))’ 
(19), (21) et (22) terminant la demonstration de (2). 
(3) Montrons l’implication directe; d’apres (Cl) pour 6; et f’ et les 
definitions, on a: 
(23) b, = 6; + u = b;(f’) + “b; + u = b;(f,) + “b; + u 
=b,(f,)+“b, 
d’ou (Cl) pour 6, et f, ; (C2) pour b, et f, resulte immediatement de (5) et 
de (C2) pour b’, etf’ (b,(f,) et b’,(f’) comcident). D’autre part (23), mon- 
tre que ‘b, comcide avec “b’, + u et (C3) pour b, et f, resulte immtdiate- 
ment de (C3) pour (b;) et (6). L’implication reciproque de (3) se demontre 
de la m&me faGon, en remarquant que l’on a a priori: 
111.8. LEMME (notation de 111.7). (1) f uerl ze ’ f’ 1 a condition (a) (cf: 111.5) 
si et seulement si figi vCrifie (a) dans g;, 
(2) figi vkfie (a) dans g’, si et seulement si f,,, vPrifie (a) dans g,, 
(3) on suppose que b est de type faiblement unipotent relativement Li f 
I . et que f verlfie (a), alors fib + II vhifie (a). 
Reprenant les preliminaires de la demonstration de 111.7(2), (1) et (2) 
sont claim grace a (6). Montrons (3); d’apres (Cl ) pour f, on a: 
b(f,b+u ) = b(f) + (“b)(f,b + .); 
d’autre part 111.7( 1) et 111.7(2), prouvent que l’on a: 
b(f,b+u )=(b+u)(f,,+.): 
(3) est clair alors. 
580/69,3-7 
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111.9. Fin de la dkmonstration de 111.6: il reste g traiter le cas oti g 
n’est pas rtductif; on fait une rtcurrence sur la dimension de g (en tenant 
compte de ce que le ler cas a dkj$ It& traitk). Si g; est &gal i g, alors u est 
un id&al unipotent de g(f) et done par (C2), il est inclus dans b; on est 
alors immtdiatement ramed au ler cas. S’il n’en est pas ainsi, on utilise 
l’hypothkse de rtcurrence et III.7(2) et 111.8(l), pour savoir que, dans tous 
les cas, la restriction de f g g’, est de type unipotent; d’aprks [Du, 1.181, 
cela entraine quefest de type unipotent. DCmontrons (C4) en utilisant les 
prtliminaires d la dbmonstration de 111.7(2). Soit Jb un klkment de g: 
appartenant if+ 6’; d’aprks (b2) (cf. 111.5) appliqut: g b et fib + ,, (tenant 
compte de 111.7( 1) et (2)), on sait qu’il existe un t?lCment, noti: y, de “B tel 
que l’on ait: 
(1) yA -f~ (b + u)‘. 
Avec [Du, 1.181, on obtient alors 
~~lni E (f-t b;‘),,i n (9; )t. 
Comme on l’a vu plus haut, on peut admettre que (C4) est vrai dans g; 
pourf,,; et b’, et grlce g cela on choisit un tlkment, nott: y’, de ‘B;(fibi) tel 
que I’on ait: 
par dkfinition de b’, et de ;1, on a m&me: 
Utilisant 111.7(j), on choisit un &ment notC y”, de U(f;,,) tel que l’on ait: 
(2) y”y’yI =J 
Avec 111.7( 17), 111.7( 14) et (Cl ) pour b dans b + u relativement & hb + ,, on 
sait que y”y’ est un kltment de (“B)(fib + ,,); avec la dtfinition de y cela ter- 
mine la dtmonstration. 
111.10. Remarque. Soient f un tltment de g* et b une sous-algkbre de g 
de type faiblement unipotent relativement if; alors par (C2), un tore maxi- 
mal, notC t, de b(f) est un tore maximal de g(f); soit r une sous-algkbre 
rkductive maximale de g(f), alors t contient un ouvert dense formi: d’k16 
ments appartenant d un conjuguk de t sous l’action du sous-groupe irrtduc- 
tible de G d’algebre de Lie g(f ); il est done clair que si f est nulle sur t elle 
est nulle sur r. D’autre part, par (C 1 ), il est clair que t est un tore maximal 
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de b(fib) et que b est une sow-algebre de type unipotent de b pour f,b. 
Ainsi on a l’assertion suivante: 
f est un Sment de g; si et seulement si il existe une sous-algkbre, not&e 6, 
de g de type faiblement unipotent relativement Li f et telle que la restriction de 
f d b soit de type unipotent. 
II.1 1. COROLLAIRE. Soient f un Plkment de gt et b une sous-algPbre de 
type faiblement unipotent relativement ci f, soit b une sous-algkbre algtbrique 
de g contenant b, alors la restriction de f ri b est de type unipotent et b est 
dans b une sous-algebre de type faiblement unipotent relativement ci ,fih. 
Etant donnt 111.10, la seule chose a demontrer est que b verilie (C2) dans 
b ((Cl) et (C3) sont clairs). On note “B et H les sous-groupes irreductibles 
fermes de G d’algebres de Lie “b et h; soit y un element de H stabilisant f,,, ; 
on a: 
d’oh d’apres (C4) (cf. 111.6) on sait qu’il existe un element, note y’, de “B et 
un element, note y”, de G(f) tel que I’on ait: 
(1) 
Yf = rlf 
‘/ = y’y”. 
11 est clair avec (1) que y’ stabilise la restriction de f A b et done que l’on a: 
H(fih)= VW,) G(f)n HI= W&J H(f). 
En prenant les composante irreductibles contenant l’tltment neutre, on 
obtient: 
(2) H(f,,J” = “Nf,,) H(f)‘. 
On note B(f,,)’ le sous-groupe ferme et irreductible de G dont l’algebre de 
Lie est b(f,,) et on a done avec (Cl) pour b: 
B(f,,,)‘= “B(f,h) B(f )” 
&Oh 
B(f,t,)‘\H(f,h)’ 7 B(f )“\H(f )“. 
D’autre part B( f )‘\ H( f )’ est une sous-varitte fermee de B( f )“\ G( f )” qui 
est une variete complete, cela prouve que b(fih) est une sous-algebre para- 
bolique de b(fib) et termine la demonstration. 
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111.12. La theorie des formes et des algebres de type unipotent per- 
met a Duflo de parametriser les ideaux primitifs de U(g) (cf. [Du, 4.71 et 
[MR2,3.2]). Plus prtcisement: les Go-orbites dans l’ensemble des couples 
(f, l), odfest un Clement de g:, et 5 est un ideal primitif de U(g(f)) conte- 
nant l’ensemble des elements x-f(x) ou x est dans “g(f) est en bijection 
avec les ideaux primitifs de U(g) (a (f, <), on associe l’ideal 1&f, 0, voir 
ci-dessous). Soit SE g*. Nous allons utiliser dans la suite les notations 
suivantes: 
(i) W 1 est l’ensemble des idtaux de U(g(f)) contenant 
{x--f(4L~~,b 
(ii) soit p une sous-algebre algebrique de g telle que l’on ait 
f( [p, p]) = 0, on note alors: 
Z(f, p) l’ensemble des ideaux de U(p) contenant x -,f(x) oti x E “p, 
(iii) Zh: h* + Prim U(h) l’application de Dixmier dans le cas oh h est 
une algebre de Lie nilpotente. 
Soient b une algebre de Lie, v un ideal nilpotent de 6, 6 un element de v* 
et r une sous-algebre de b(6) tels que l’on ait b = r + v. On note m l’espace 
vectoriel de U(r) ensemble des elements X-f(X) ou XE r n v. Alors on a 
la scindage de Duflo (cf. [Di, 10.1.51 
s: U(b)/Ub) Z,(6) -, U(r)lU(r) mC3 U(v)lZ,(S) 
s est isomorphisme d’algebre (qui depend de 6). 
Soit r un ideal de U(r) contenant m. L’image reciproque dans U(b) de 
s~‘(5/u(r)mOl(v)/1,(6)) est note (comme dans [Du]) (01,(d). 
Soient r’ une sous-algebre de r contenant r n v et q un ideal de U(r’) con- 
tenant m, signalons que I’on a: 
ind-(q, r’tr)oZ,(6)=ind”(r]oZ,(6), r’+vT 6). 
Soit maintenant f un Clement de g* et b une sous-algebre algebrique de g 
tel que b = b(f) + “b (en particulier “(b(f)) = b(f) n “b = “b(f)). Soit en 
outre 4 un element de Z(f, b(f)), alors on pose: 
Zb(f, 5) := 54f,“J. 
Supposons que f soit de type unipotent et que b soit une sous-algebre de 
type unipotent de g relativement aJ alors Duflo a pose: 
z&S, 0 := ind”(&,(f, 51, bf d 
(ici b(f) = g(f)) et il a dtmontre que Z&f, 5) ne depend pas du choix de b 
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(cf. [Du, Th. IV.81); si l est un ideal primitif de U(g(f)), alors Z&f, 0 est 
primitif [Du, IV.71, et tout ideal primitif est obtenu de cette facon. 
Soient S, f’ E g:, 5 E Z(f), 5’ E Z(f’) des idtaux primitifs de U(g(f)) et 
U(g(f’)) alors l’egalite de Z&f, 5) et Z&f’, <‘) entraine que (f, 0 et (f’, 4’) 
sont Go-conjuguts [M-R2,3.8]. On appelera (f, r) une donnte de Duflo 
pour l’idtal primitif Z&f, 5). 
Soit h une sous-algebre de g, on note rglh l’automorphisme de U(h) qui 
envoie XE~ sur X-t trace adRlh A’. Soit J un ideal de U(h) alors 
ind”(J, !I, g) = ind(~,l&O, 5, 9). 
SoientfE g* et b une sous-algebre algebrique de g veriliant b = b(f) + “6; 
supposons que fib soit une forme de type unipotent dans b* et soit 
4 E Z(f, b(f)) alors on a: 
blcf, 4) = Mfitl? 4’) 
ou 5’ est l’ideal de U(b(fib)) engendre par r et l’ensemble des elements 
x-f(x) ou x E b(f,,,) n Ub(f,b) cf. plus haut). 
La notation i( , ) q ue 1 ‘on utilise dans ce travail sert a kiter de devoir 
faire appel a 5’ (dans la situation prectdente). 
Dans ce travail, on s’inttresse a des ideaux G-rationnels (qui dans le 
cadre des algebres enveloppantes pourraient s’appeler G-primitifs puisque 
rationnel et primitif sont des notions identiques dans ce cadre). Pour cette 
raison, on introduit pour fE gz, 5 E Z(f), la notation: 
z,(f, 5) := n ~4t.h i”). 
ylzc; 
Si 5 est primitif dans U(g(f)), 1 a ors I& 4) est un ideal G-rationnel de 
U(g) et (f, 5) est dit &tre une G-donnee de Duflo pour Z&f, [) (clairement 
d’apres ce qu’on a vu plus haut une G-donnee de Duflo est unique a G-con- 
jugaison prb). Pour pouvoir tenir compte du fait que 5 peut &tre lui-mCme 
induit (necessairement a partir dun ideal de l’algebre enveloppante d’une 
sous-algebre parabolique de g(f), on donne la definition suivante: 
DEFINITION. (i) Soit Z un ideal primitif de U(g); on dit que le triplet 
(f, p, t;) est une donnte faible de Duflo pour Z si l’on a: 
(a) fe9:: 
(8) p est une sous-algebre parabolique de g(f) 
(Y) <E-w P) 
(6) (f, ind-(5, p, g)) est une donnee de Duflo pour I. 
(ii) Soit Z un ideal G-rationnel de U(g); on dit que le triplet (f, p, 5) 
est une G donnie faible de Duflo si ce triplet est une don&e faible de Duflo 
pour un ideal primitif Z’ de U(g) veriliant Z = 0, E G yZ’. 
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Remarque. Soit I un id&al G-rationnel de U(g) admettant (,f, p, 5) 
comme G-donnte faible de Duflo, alors il existe une sowalgkbre de type 
faiblement unipotent relativement Af notke b tel que l’on ait: b n g(f) = p. 
En effet, soit b’ une sous-alg&bre de type unipotent relativement A A 
posons b = p + “b’. Comme 6’ = g(f) + “b’, il est clair que b v&lie (Cl ) et 
(C) et comme “b contient “b’, on voit que b v&lie (C3) grdce A (h2) 
pour b’. 
111.13. FORMULE D'IND~PENDANCE (cf. [Du, 4.81). Soient (A p, 4) me 
G-donnie faible de Duflo relativement ir I’idt!al G-rationnel I de U(g) et b une 
sous-algPbre de g de type,faiblement unipotent relativement & f  coupant g(f) 
en p; alors on a: 
Ici on a b(f) = p. La dkmonstration ktant une copie de celle de Duflo, 
nous n’en donnerons que les grandes lignes; grhe A 111.12(h), le lemme est 
clair si g est rtductive car ,f= 0 [Du, 1.111 ou grlce A 111.7( 1) et 111.8(3) si 
g = b + ug. Notant “g par u, grace A 111.7( 1 ), 111.8( 1 ), on a 
On pose 
ind-(i,(.L <I, b, b + u)= i, + ,,(.fi 5). (1) 





On note <’ l’idkal de U(b’(f’)) engendrk par E et l’ensemble des klkments 
x-,f(x) oti x parcourt u(f,,,). 
Utilisant 111.7(2), on vkrifie saris difficult& que (f’, b’(,f’), t’) est une 
donnke faible de Duflo pour l’idCa1 primitif de U(g’) admettant (f’, 
ind-(t’, b’(f’), g’)) comme don&e de Duflo. Si g’ co’incide avec g, on est 
essentiellement rament au cas oli g est rkductif. Sinon, on admet le lemme, 
par rkcurrence, dans U(g’) et on l’obtient pour g grke A (1) et [Du, IV.9 et 
IV.6 %&me cas). 
111.14. Rappelons la theorie de Mackey sous la,forme que nous utiliserons 
duns la suite. 
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Soient I un ideal G-rationnel de U(g) et (A 0 une G-donnte de Duflo 
pour I; notons u l’algebre de Lie du radical unipotent de G et soit M un 
ideal primitif de U(u) vtrifiant (cf. 11.4) 
n ye= h ~(4 
YGG 
(on suppose u # 0 sinon tout est trivial). Alors il existe y E G tel que l’on ait 
kf = z,,(l!f,!fi,!) (unicite de M et [Du, IV.61). 
Posons 
G, = Stab, z,,(Yf,,,) 
g, =Lie G, 
fl =.ftn, 
5, = ideal de U( g , (f, )) engendre par < et l’ensemble 
des elements x -f,(x) od x E Ug, (,fi ). 
A lors 
I, =zG,(fi, 5,). 
En particulier (cf. 111.19) Z est un id&al G-induit de Duji’o si et seulement si I, 
est un idPal G,-induit de Dufo. 
111.15. Sous-algPbres de g et sous-groupes de G canoniques relativement ci 
SE& (4 CDU, 1.151). 
Soit f E g:,. On dtfinit le deplacement de (g,f), note Dep(g,f): c’est le 
couple (g, ,f,) oti g, est le sous-algebre de g stabilisant Z,,(f,,,) (ou u = Ug) 
et fi =.&,. On sait que f, ~gf,~,. Inductivement on defmit 
Dep”( g,f) = Dep(Dep”- ‘(g,f)); soit n un entier tel que le nleme deplace- 
ment co’incide avec le (n + l)i’me deplacement, on note alors c la sous-alge- 
bre (necessairement algebrique de g) tel que l’on ait 
W”(g,f) = kfid 
On dit que c est l’algebre canonique de g relativement af: De facon analo- 
gue, on definit Dep(G,f) = (G, ,f,) oti G, est le sous-groupe de G stabili- 
sant Z,(f,,) (u comme plus haut) et, gi Ctant l’algebre de Lie de G,, 
fi =f,g,. 
Soit m un entier tel que le mieme deplacement de (G, f) coi’ncide avec le 
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m  + lieme deplacement, on note alors C le sowgroupe, ntcessairement 
ferme, de G tel que l’on ait 
Remarquons que Lie C = c, la sous-algebre canonique dtlinie plus haut, et 
on dit que C est le sous-groupe canonique de G relativement a$ 
111.16. Dans la thtorie des ideaux primitifs, on utilise l’induction 
tordue et non l’induction (c’est deja necessaire pour que le scindage de 
Duflo soit un isomorphisme d’algebres); c’est-a-dire I est G-induit tordu 
par un ideal J de U(h) (ou h est une sous-algebre de G) si l’on a 
I= n u(d Tn,h(~). :' tG 
Partout ou on parlait d’induction on parlera d’induction tordue en intro- 
duisant cet automorphisme zq, ,, . 
111.7. THBOR~ME. Soient I un idial G-rationnel de U(g), H un sous- 
groupe fermk de G et I’ un ideal H rationnel de U(b). On suppose qu’il existe 
un sous-groupe fermk not6 B, de H, d’algdbre de Lie notPe 6, une ,forme 
Maire de type unipotent, nottie J de g* et un ide’al primitif not.6 5 de 
U(b(f )) ayant les propirktks suivantes: 
(1) b est une sous-algtbre de type faiblement unipotent relativement 
li f, 
(2) I= nyGc Y ind”(idf, 51, b, g), Z’ = flytH Y ind-(i,(f, t),b, 51, 
(3) B stabilise i,(f, <), 
(4) l’idt!al v := ind-(r, b(f ), g(f )) es un idgal primitif de U(g(f )) t 
induit tordu par 4 grcice (I Q(G(f ),,/B n G(f ),) oti G(f ),, est le sous-groupe 
fermk de G(f) stabilisant ‘I. Alors I est induit tordu par I’ g&e ci Q(G/H). 
Grace a la transitivite II.28 de l’induction grace aux fonctions, il suflit de 
prouver le theoreme en remplacant H par (G(f )4 n B) “B =: H’ et I’ par 
1,,(L l) =: J. (Remarquons que b est l’algebre de Lie de H’ puisque b est de 
type faiblement unipotent et que H’ verilie les memes hypotheses que B.) 
La demonstration se fait par deplacement (cf. 111.15) en utilisant 11.31, ou 
directement si l’on ne peut dbplacer. Introduisons quelques notations con- 
formes a II.31 et vide si “G est zero. 
“G=U (c’est Ten II.3 1) 
ug = u 
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6 =.f,u 
M= Z”(6) 
91=9(6)+u (c’est b en II.3 1) 
G, =G(d) U (c’est H en II.3 1) 
J+= (-) yU(b+u)J 
7tU 
Remarquons que l’on a par hypothese 
I= ind”(J, h’, g) 
d’ou 
In U(u) = n Y(W) Jn U(u)) YEG 
et puisque .Z= i,(f, t), 
U(g) Jn u(u) = Hindu,, n b(fiu ndr u n 6 ~1. 
On sait cf. 111.7.1 que b est de type unipotent dans b + u relativement af et 
la propriete de coisotropie (6,) entraine que l’on a: 
(1) u n b contient une polarisation de f (b = b’) 
on a done hnalement: 
In U(u)= n Y’ n YZ,,ndf;,,nd= n YU,,(@) y’t G ?EU :‘EG 
J+ n U(u) = Z,,(6). 
On a verilie en [M-R2, 1.101 que sous ces hypotheses I, est clos relative- 
ment aux non diviseurs de 0 de U(u)/Zn (u). 
Et on a aussi que le J, de II.31 coincide ici avec Jf et que M verilie 
l’hypothese souhaitte de 11.3l(ii). 
Demontrons maintenant le theoreme. 
ler CUS. G est reductif. Ici I= fire G yv] et par hypothbe q est induit 
tordu par J= 5 grace a Q(G/H’); on a vue en II.2 que Z est induit par v] 
grace a Q(G/G,) d’ou le resultat grace a la transitivite 11.28. 
26?me cas. G n’est pas reductif mais Dep(G,f) = (G,f). Ici I= I, et avec 
11.3l(ii) * (i) il suflit de demontrer que Z est induit par J+ grace a 
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Q(G/HIU) et J+ est induit par J grace A Q(H’U/H’). Dtmontrons d’abord 
la premike propriktk en posant H” = H’U et b” = Lie H”. Mais remarquons 
d’abord que l’on a: 
G=G(6) U; c-l = g(6) + u 
,f,,cii, est un caractke de e(8) (car .fiuq,B, =fillca, = 6 ID, 4.91) 
&oh clairement 
G(d) c G(f) 
G = G(f) U; g=df)+u. 
On regarde les scindages de Duflo compatibles: 
fl: %-d/&3) Z,,(d)r uW”)YuM.f!) m@ u(u)/ZJ6) 
t 
J d 
d’: u(b”YW”) Z,,(6) 7 u(b”(.f)/W”(f)) m 0 u(u)/Z,,(~) 
oti m est l’espace vectoriel formi: des kkments x-f(x) oti x E u n g(f). 
On voit facilement ici que l’on a J+ = i,,,(f, 5) = 5 3 Z,,(S) (notations de 
111.12) et: 
I= n 7 ind”(J+, b”, 9). 
;1EG 
Comme le scindage de Duflo est construit de faGon compatible A l’induc- 
tion tordue. on obtient 
En outre on a: 
g- ‘tub(f))) Zg(/)/h”(/) t@ u(“)/z~,(s)) 
= u(g) z,,h” J+IVd Z,,(6). 
Par dktinition de H’ et H” on a 
G(f), n H” = G(f), n (B n G(f),) “BU= (B n W),)(W), n “BW 
Comme “BU est un groupe unipotent, G(f), n “BU est un groupe unipo- 
tent connu dks qu’on connait son algkbre de Lie; celle-ci vaut 
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g(f) n )“b + u) = g(f) n (b + u) n “b + u = (g(f) n 6) n “b + u d’apres III.4 
(b est de type faiblement unipotent); d’ou facilement 
g(f) n “b + u = b(f) n “b. 
On a done prouver que l’on a 
G(f), n H” = G(f) n B; g(f) n b” = b(f) = b’(f). (2) 
Soit cp l’homomorphisme G(f), Cquivariant de Q(G(f),/G(f), n B) dans 
Q(U(g(f))/~) determinant l’ideal r+,(,j,h.SC1.j5 de U(l)“(f)) (= U(b(f))). 
Grace a (r on obtient un isomorphisme note 0 d’algebres: 
Remarquons que 6 -’ ocp est un homomorphisme G(f),-equivariant dont 
l’image est incluse dans les invariants pour U. Ainsi 5 ’ 0 cp definit un 
homomorphisme W” )i, U-equivariant de Q(G(f), U/H”) dans 
Q( U(g)/0 Z,(6)); il est clair sur les definitions que l’idtal determine (en 
1.19(i), 11.18(i)) (modulo U(g) Z,(6)) par cet homomorphisme est 
~-‘(UMf)) S,(f)lb”(f) 50 U(u)/Z,(S)), i.e., U(g),,,,-J+ d’apres ce qu’on a 
vu plus haut. 11 ne reste plus qu’a constater que Z est induit par v] 0 Z,,(S) 
grace a Q(G/G(f), U) ce qui est clair d’aprts II.2 (puisque G(f), U est le 
stabilisateur dans G de qoZ,,(6)) et a utiliser la transitivitt II.28 pour obte- 
nir l’assertion disant que Z est induit par J+ grace a Q(G/H”). 
Prouvons maintenant que J+ est induit par J grace a Q(H”/H’); pour 
cela il faut se rappeler que u n h’, done aussi h” n u, contient une polarisa- 
tion de f,,, (cf. (1)) et se debarrasser de la partie semi-simple en utilisant le 
scindage de Duflo (cf. (2)) pour la notation commune t = h”(f) = h’(f); 
8: U(Q”)/J + z U(r)/5 0 U(u)/Z,,(6) 
0”: U(lf) J/J + 2 U(r)/r 0 U(u) 11, n h”(4,, n l)“)!Z,l(~)). 
Grace a III.3 on sait que Z,,(6) est induit par I, n ,,.(Slunh( grace a 
Q( U/U n H”). Notons ici pL, le morphisme indiquant l’action rationnelle de 
U dans U(u) (cf. les chapitres I et II avec g = u) et faisons passer p,, au 
quotient 
Par definition de F,( U(u) I,, n hss(6,u n hr. )) (1.11) et le fait que A(U/Un H”) 
(cf. 11.3) est inclus dans U(u)/Z,(b), on a: 
(3) A(U/UnH”)=jiU(U(u)/Z,(G))n(l@A(U)). 
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Dans le cas que nous sommes en train de considerer, on a: 
(4) H” = H”(f) U = H’(f)) U = UH’( f ). 
Soit y un Clement de H’(f); remarquons que y agit naturellement dans 
U(U)IU(~) zun b”(6,” n cl” ) disons par Ad et dans A(U) par conjuguaison 
encore note Ad. 
On a pour tout Clement X de u, si pU(X) = C X, Of, E u @ A(U): 
VUE U, (ad u-‘) X=x x,~,(u) 
d’ok 
et les m&mes proprittts avec j,. De (3), on deduit done que l’on a, pour 
tout kkmt a de A(U/Un ff”) et y de H’(f) (cp =(P~(,,)/,,,~.,,~,,,~~ .,,, 
cf. I.1 1) 
cpoAd y=Ad yacp. 
Grace a (4) on identifie W/H’ a U/U n H’; dans cette identification l’action 
par multiplication a gauche dans ZZ”/H’ par un element de H’(S) corres- 
pond a l’action par conjugaison dans U/U n H‘. On sait aussi que la res- 
triction de CJ” a U(u)/Z,,(J) (c U(b”)/J+ ) entrelace ad et done $ := r+-’ 0 cp 
est un homomorphisme H” equivariant de H”/H’ dans U(lj”)/.Z+. En pro- 
longeant II/ aux anneaux de fractions, II/ devient un homomorphisme 
H”-tquivariant de D(H”/H’) dans Q( U(fj”)/.Z+); l’ideal qu’il determine est 
l’image reciproque par 0” de l’idtal determine par cp, c’est-a-dire U(l)“) J; 
ici induction et induction tordue coincident parce que U est unipotent. Cela 
termine la demonstration du 2eme cas. 
32me cas. Dep(G,f) = (G,,f,) # (G,f). D’aprb 11.30, avec les nota- 
tions du debut de la demonstration, il faut prouver que I,,, est induit par 
J+ grace a Q(Gl/H’Un G,) et que .Z+ est induit par Jgrlce B Q(H’U/H’). 
La deuxieme assertion a tte prouvte dans la deuxibme partie du 2bme 
cas, il faut ici remplacer r par h’(f,,,+ ,,) = (h’ + u)(fih, + ,,) (cf. III.7( 1)) et 
H’(f) par ZZ’(J;,,~+ ,,). Quant a la premiere on l’obtient par recurrence sur 
l’entier n tel que Depl “-‘(F,f)#Depl “(G,f)=Depl ““(G,f). (Le cas 
n = 0 est le 2Cme cas.) 
111.18. COROLLAIRE. Soit Z un idkal G-rationnel de U(g) et (L 5) une 
G-don&e de Dufro pour I. Soit H un sous-groupe fermk de G contenant G(f) 
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et dont l’algebre de Lie, notee b, contient une sous-algtbre de type uni potent 
relativement a f stable par G(f ). Al ors I est induit grace a Q(G/H) par 
l’ideal I&fib, 5’) (oti t’ est l’ideal de U(t)(f,,,)) engendre par < et l’ensem- 
ble des elements x-f(x) oti x E ‘t)(fih)). 
Soit b une sowalgebre de type unipotent de g relativement afstable par 
G(f) et incluse dans h; on note B” le sous-groupe ferme irreductible de G 
d’algebre de Lie b et B = BOG(f); clairement B est un sous-groupe fermi: de 
H et toutes les hypotheses de III.17 sont verifiees puisque ici 5 et rl coi’nci- 
dent ainsi que G(f){ et G(f), n B. 
111.19. Zdeaux induits de Dujlo. Soit 1 E g*, une forme lineaire admet- 
tant une polarisation resoluble; on note Z,(A) l’ideal primitif qui lui est 
associe [Di, 10.3.41 et on appelle un tel ideal induit de Duflo. On ttend 
cette definition au cas des ideaux G-rationnels en disant qu’un ideal 
G-rationnel Z de U(g) est un ideal G-induit de Duflo s’il est de la forme 
r=n ysc yZ,(A) oti Z,(A) est un ideal induit de Duflo. Si g est reductive les 
idtaux induits de, Duflo sont les ideaux primitifs minimaux. 
Remarque. Soient f E g: et 5 E Z(f) un ideal primitif; alors on a l’equi- 
valence des assertions suivantes: 
(i) Z&f, 5) est un ideal induit de Duflo; 
(ii) < est un ideal induit de Duflo (dans U(g(f ))); 
(iii) 5 est induit par un ideal de codimension un de l’algebre envelop- 
pante d’un bore1 de g(f) contenant x -f(x) quand x E ‘g( f ). 
En effet (i) o (ii) est [Du, IV.121 en utilisant le fait que (A 5) est deter- 
mint par Z&f, 5) a Go-conjugaison prb [M-R2, 3.81. L’equivalence de (ii) 
et (iii) est Claire. 
On deduit immediatement de cette remarque que l’ideal G-rationnel 
Z&f, 5) est un ideal G-induit de Duflo si et seulement si < est un ideal 
G( f )-induit de Duflo dans U(g( f )). 
111.20. PROPOSITION (caracterisation des ideaux G-induits de Duflo). 
Soit I un ideal G-rationnel de U(g). Alors les proprietts suivantes sont Pqui- 
valentes: 
(i) I est un ideal G-induit de Duflo, 
(ii) il existe un sous-groupe fermi B de G dont l’algebre de Lie est 
resoluble et un homomorphisme injecttf et G-equivariant de Q(G/B) dans 
Q(WdlO 
(iii) il existe une sous-algtbre de Lie resoluble Ij de g (non ntcessaire- 
ment algebrique) et un ideal J de U(b) tel que I= nYEG yU(g) J. 
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Soit (f, q) une G donnke de Duflo pour I. 
(i) 3 (ii): D’aprb III.19 on sait ici que q est un id&al induit de Duflo 
de U(g(f)). On note G(f), le sous-groupe de G(f) stabilisant r] et on choi- 
sit une sous-algkbre de Borel, notbe p, de g(f) un caractkre de p noti: x tel 
we v = indwWeru,,,xy P, g(f)). 0 n sait que la restriction de 1 B “g(f) estf 
et fixant une sous-algkbre semi-simple maximale, not6 5, de g(f‘), on 
impose en plus A la restriction de x B 4 d’&tre dominante relativement & 
4 n p. On note P le sous-groupe fermk de G(f) normalisant p et Ker,;(,,,X 
par 5; on va dtmontrer que q est induit par t grhce A Q(G(f),/P). On note 
ici H la composante neutre de G(f),, P” celle de P et on a par le thttorkme 
de conjugaison des sous-algkbres de Borel: 
G(f), = HP. 
Seul ce qui se passe dans 5 compte ici (puisque 5 et q ont m&me intersec- 
tion avec l’algkbre enveloppante du radical rksoluble de U((g(f))); on a 
done vu en III.2 (Corollaire) que q est induit tordu par 5 grke i Q(H/P’). 
Soient 6 := g(f) et cp l’homomorphisme correspondant de Q(H/P”) dans 
Q(U(t,)/q); notons D le sous-groupe de P stabilisant U(b) 5. Comme cp est 
canoniquement dktermint: par q et [, il commute aux Ckments de D agis- 
sant par conjugaison dans Q(H/P”) et par ad dans Q( U(t,)/q). En particu- 
lier cp devient naturellement un homomorphisme HD kquivariant de 
Q( HD/D) dans Q( U(l))/q). On va montrer que D co’incide avec P: on fixe 
un tore maximal not& t de 5 in clus dans P et on note P’ le sous-groupe de 
P ensemble des Clkments stabilisant 5 et t. Or P contient le sous-groupe 
fermk irrkductible d’algkbre de Lie, le radical rksoluble de g(J‘) et toutes les 
parties semi-simples maximales de g(,f) sont conjugutes par un Ckment de 
ce sous-groupe; de plus tous les tores maximaux de 5 n p sont conjuguks 
par un kkment de PO; on a done P = P’P’ et il s&fit de prouver que D con- 
tient P’. Soit y un &ment de P’, on a: 
ind”(t, P, b) = rl= yq = ind”(yt, P, 6) 
en particulier x,, et (yx),, sont conjuguks par un ttltment du groupe de Weyl 
de (5, t) mais sont tous deux dans la fermeture de la chambre dCterminCe 
par le bore1 p n 4; ils coincident done. I1 est alors clair que yt = 5. On vient 
done de prouver que q est induit par 5 g&e B Q(G(f),/P). 
Soit C le sous-groupe canonique de G relativement A f (cf. 111.15) et “C 
son radical unipotent. Comme P est inclus dans C, on pose B = P”C c’est 
un sous-groupe fermk de G. Clairement son algtibre de Lie est de type 
faiblement unipotent relativement A f et l’on a: 
G(f), n B = P(G(f), n “C) = PUG(f) = P. 
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Appliquant 111.17, on sait done que Z est induit par fiycP yZ,(f, 0 grace a 
Q(G/Z?). Comme l’algebre de Lie de B est resoluble, on a prouve (ii). 
(ii) * (iii) est 1 c air puisque l’homomorphisme de Q(G/B) dans 
Q( U(g)/Z determine un ideal note .Z de U(b) (oti b est l’algebre de Lie de B) 
veriliant: 
(iii)*(i) remplac;ant Cventuellement b par l’algebre de Lie du plus 
petit sous-groupe algebrique de G note B dont l’algebre de Lie notee b’, 
contient b et J par U(b’) J, on peut supposer que b est algebrique. Rappe- 
lons aussi que Dixmier a montre en [Di2] que si un ideal primitif d’une 
algebre enveloppante est induit par un ideal de l’algebre enveloppante 
d’une sous-algebre alors il est induit par un ideal primitif de cette petite 
algebre enveloppante. Indiquons rapidement son argument en le gtntrali- 
sant tres legerement: soit I un ideal G-rationnel de U(g), h une sous-algebre 
resoluble de g et J un ideal de U(h), G-induisant I. Soit I’ un ideal rationnel 
(i.e., primitif) de U(g) tel que l’on ait I= n;.,, ?I’ et comme I’ est locale- 
ment ferme [M, 4.61, notant ? l’intersection des ideaux semi-premiers de 





j’ c G 
Soit J’ la racine de .Z, i.e., le plus petit ideal semi-premier de U(h) contenant 
J et 8 une famille d’idtaux primitifs de U(h) veriliant 
(*) 




c n yu(g)~-v 
1 







c n yu(g)J=kz 
;’ E G 
n yu(g)- 
y E G 
I= n yu(g)k (7 yu(g)k n y~=~. 
YEG gsG gcG 
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Ainsi Z est aussi G-induit par J’. Utilisant maintenant (*) on a alors: 
Rappelons (cf. [C] ) que quelque soit L dans d l’idtal n, E G~ y U( g ) L est un 
ideal complbement premier de U(g) et il resulte done de (1) qu’il existe au 
moins un element de 8, note L, tel que l’on ait ny t G‘ y U( g) L = I. D’od 
(**) Z est G-induit par idPa primitif de U(b). 
Appliquant cela a notre situation, on peut done aussi supposer que J est un 
ideal primitif de U(b). Maintenant (i) est clair grace a la remarque de III.2 
si g est reductif. Supposons done que g ne soit pas reductif et notons u le 
radical unipotent de g; posons 
b+=b+u 
J+ = (-) yU(b+)J. 
7s u 
Clairement h + est une sous-algebre resoluble de g et Z est induit par J+. 
On peut done remplacant b par b + et J par J+ supposer que b contient u 
et toujours (cf. (**)) que J est primitif. Alors Jn U(u) est un ideal 
B-rationnel de U(u) et on choisit done (cf. 11.4) un ideal primitif de U(u) 
note M veriliant 
n yM= Jn U(U) 
YEB 
d’ou aussi 
Le cas scinde, i.e., Z n U(u) E Prim U(u), se ramene facilement au cas rtduc- 
tif par le scindage de Duflo (on a alors aussi In U(u) = J n U(u)). Dans le 
cas non scindt on fait une recurrence sur dim g puis sur le nombre de com- 
posantes connexes de G; pour cela on pose 
G, = Stab, M, g1 = Lie G, 
1, = (I+ u(g) W n u(g,) 
J1 = (J+ U(b) M) n U(b n 9,). 
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D’apres II.29 et [M-R2, 1.101 pour supprimer le “clos”, on sait que l’on a 
en particulier 
I= n yu(g)4 YEG 
J= n yU(b)J, 
YEB 
I, est G,-rationnel 
posons: 
On a done 
J’= n yu(gI)4. YEGI 
I= n yw3).h =n m3)~ YCG YCG 
h u(u)= n y(J, n u(~))=kf 
YEGl 
L’unicitt de 11.4, assure alors que l’on a 
I, =J’. 
De plus (cf. 111.14) Zest G-induit de Duflo si et seulement si I, est G,-induit 
de Duflo, d’od on est ramene a prouver le theoreme pour I, et ((b n gl), J’) 
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